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Introduction generale 

Cette etude sur les coussinets de bielle a ete financee par la societe Glacier V andervell en 

partenariat avec la region Rhone Alpes. 

Bien que maJ connus, Jes coussinets de bielle sont presents dans tous les moteurs 

thermiques a combustion inteme de vehicules automobiles. Ces pieces, comme leur nom 

l'indique, peuvent equiper Jes paliers de bielle comme le montre la figure l qui represente 

une portion de vue eclatee de moteur thermique. 

piston 

~Axe de piston 

Pied de bielle ~demi-coussinets 

tete de bielle 

vilebrequin 

""---- tourillon 

___ masse d'equilibrage 

Figure I : Vue eclatee d'un moteur 
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A ce titre, il est utile de rappeler que la bielle est une piece essentielle dans la transforma­

tion du mouvement rectiligne alternatif d'un piston en un mouvement de rotation du vile­

brequin. Outre la generation d'un couple sur le vilebrequin du a l'effort qu'elle applique 

sur ce demier, la bielle doit aussi garantir le bon fonctionnement de ses articulations avec 

le piston et avec le vilebrequin vis-a-vis des aleas inherents a tout systeme mecanique lu­

brifie. Pour assurer cette derniere fonction, on utilise precisement des coussinets. 

Le coussinet se presente sous la forme de deux demi coquilles se faisant face. Le 

materiau constitutif est en fait de type bicouche ou tricouche selon les revetements anti­

friction retenus. Le type de coussinet ayant servi a cette etude possede un revetement en 

alliage d'aluminium-etain plaque par colarninage a froid Sur un feuiUard d'acier. 

Chanfrein 

Fa~ 

Ergot 

Figure 2 : Le coussinet 

Couches s:ons1Bulj)'eS 

- .- Al·Sn (0.4 mm> 
I====~- Al (qq mkronsl 

Acier (1,7 mm) 

Le but de notre etude a ete de caracteriser les materiaux biphasiques de type alumi­

nium-etain et de simuler la mise en forme et le controle de la longueur circonferentielle de 

ceux-ci . En effet , les principales questions que se pose l'industriel concement les points 

suivants. 

- La connaissance des caracteristiques therrnomecaniques du mate­

riau antifriction du coussinet. La difficulte reside ici dans le fait que le mate­

riau est mulitiphasique et que les taux massiques des constituants peuvent 

varier suivant Jes applications. 
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- La connaissance des facteurs influents I ors de I ' operation de rnise 

en forme du coussinet. 

- La validite des controles de mesure de longueur, en particulier 

I' impo11ance de l' erreur induite par le frottement du coussinet dans son lo­

gement de controle. 

Ainsi, dans une prerniere partie et compte tenu de l'aspect multiphasique du mate­

riau, nous avons etudie Jes differentes techniques d'homogeneisation relatives ace type 

de materiau. Pour repondre le plus fidelement a la question posee nous avons adopte un 

modele a quatre phases. Ce modele a ete ensuite valide par une confrontation avec des 

essais sur differentes families d. eprouvettes • a differentes compositions et a differentes 

temperatures. 

Fort de cette connaissance de proprietes thermomecaniques, nous avons aborde, 

dans une seconde partie, l'etude du frottement du coussinet dans son logement et plus 

particulierement I' effet de ce phenomene sur l' operation de controle de longueur develop­

pee -circonferentielle- du coussinet. Une correlation calcul I mesure a perrnis d'identifier 

les valeurs des coefficients de friction a considerer. 

Connaissant les caracteristiques des materiaux et le coefficient de frottement cous­

sinet I logement en acier nous avons pu, dans Ja derniere pa11ie de cette these, etudie Ja 

rnise en forme du coussinet lui meme. Une simulation numerique des differentes etapes de 

la rnise en forme a ete realisee a l' aide du logiciel SYSTUS. Un modele simplifie de type 

RDM a ete employe pour confirmer les ordres de grandeur obtenus par le code. In fine, la 

comparaison calcul experience s' avere tout a fait satisfaisante pour chacun des controles 

experimentaux que nous avons realise. 





Chapitre 1 

Caracterisation des materiaux 

antifriction 

1.1 Introduction 

Le coussinet de bielle est un element indispensable pour le bon fonctionnement d'un 

moteur puisqu'il corrige les imperfections pouvant survenir au niveau de la liaison entre 

la bielle et le vilebrequin. On peut ainsi transformer pour une duree quasi illimitee le 

mouvement de translation alternatif produit par les pistons a l' interieur des cylindres en 

un mouvement de rotation exploite par la suite pour la propulsion du vehicule. 

En pratique, Jes revetements antifriction ont bien souvent une structure heterogene due a 
la presence de differents constituants et phases. Ceux-ci apportent des proprietes meca­

niques et physiques complementaires, voire antagonistes Jes unes des autres, afin de 

repondre aux caracteristiques specifiques requises par Jes problemes de friction qui ne 

peuvent etre satisfaites par un materiau unique monophase. 

Pour repondre a ce besoin de complementarite des proprietes mecaniques, plusieurs 

types de structures sonc utilisees actuellement. Parmi les structures a deux phases on 

trouve: 

- des structures a matrice tendre dans laquelle resident des grains durs dits por­

teurs (metaux bJancs OU regules) ; 
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- des structures a matrice dure au travers de laquelle un reseau reticulaire de 

phase fusible existe. 

Dans une meme famille de structure, il est difficile d'orienter son choix a partir de con­

sideration theorique vers un couple de constituants, car les mecanismes tribologiques 

mis en jeu sont complexes et pluridisciplinaires. 

Les meilleures indications restent encore celles tirees de resultats d'essais obtenus dans 

des conditions similaires a celle de l'application a traiter. Cependant du fait de la grande 

variete d'utilisations possibles, il n'est pas toujours possible de respecter cette condition 

de similitude. C'est pourquoi, sur le plan mecanique, thermique, ou thermomecanique, il 

est tres interessant d'utiliser une modelisation aussi fine que possible. Celle-ci permettra 

de mieux predire le comportement d' une structure matricielle donnee. 

A ce titre la methode d'homogeneisation para1t particulierement bien adaptee a la previ­

sion des caracteristiques elastiques et thermiques de ce type de materiaux. La technique 

d'homogeneisation appliquee a de telles structures permet en effet de definir finement 

les caracteristiques globales d'un materiau antifriction, que ce soit en termes de caracte­

ristiques mecaniques, thermiques, OU thermomecaniques. 

Les consequences directes de la connaissance de telles caracteristiques sont multiples : 

- Du point de vue mecanique, les proprietes mecaniques homogeneisees per­

mettent une evaluation plus precise des contraintes de mise en forme des materiaux 

utilises en couche mince, ainsi que des contraintes et deformations du materiau lorsque 

une sollicitation exterieure lui est appliquee (mise en fonctionnement du coussinet) ; 

- Du point de vue thermique, la prediction plus realiste de la temperature dans le 

materiau apporte un element essentiel dans la prediction du comportement tribologique ; 

- Du point de vue thermomecanique, l'estimation des contraintes internes gene­

rees par la friction d'un contact permet d'estimer la tendance de la phase fusible a s'ex­

traire du materiau, ainsi que la resistance en fatigue du materiau influence par ces con­

traintes d'origine thermique. En effet les calculs de tenue en fatigue pourront etre effec­

tues a une temperature plus realiste comp:e tenu de !'amelioration apportee sur l'aspect 

thermique. 

Le but des methodes d'homogeneisation, autrement dit de l'approche du comportement 

effectif des milieux heterogenes a une echelle microscopique est, in fine, de fournir une 

loi de comportement utilisable pour le calcul de structures macroscopiques. 

La demarche suivie consiste a detailler la constitution de }'element de volume ou du 

point materiel defini au sens de la mecanique des milieux continus. Le materiau apparait 

alors comme un assemblage de differents domaines. Ces domaines sont definis de telle 

sorte que, d'une part, les outils de la mecanique des milieux continus puissent encore 
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etre utilises (ce qui exclut Jes echelles trop fines OU !'on discerne les atomes), et que 

d'autre part, tous Jes points d'une meme phase aient un comportement mecanique identi­

que. Pour les materiaux metalliques, par exemple, les dimensions de ce domaine vont de 

que lques microns au centimetre. Cette echelle est done caracteristique des hete­

rogeneites des materiaux. 

Les modeles d'homogeneisation des materiaux composites et des metaux polyphases 

sont nombreux. 

Les differentes approches etablissant ces modeles d 'homogeneisation sont basees sur 

des methodes bien particulieres, OU de nombreux parametres geometriques, mecaniques 

et physiques peuvent intervenir. 

Parmi ces approches, Jes modeles variationnels fournissent des encadrements des cons­

tantes en minimisant une fonctionnelle plus ou moins assimilee a l'energie de de­

formation du composite. On s'efforce ainsi d'associer a une connaissance partielle de la 

microstructure du materiau Mterogene le domaine, delimite par des bornes que l'on vise 

a optimiser, des valeurs possibles pour ses caracteristiques effectives. 

Ils ont ete developpes principalement par Voigt [l] et Reuss [2], Hashin et Shtrickman 

[3], et par Hashin [4) , en elasticite, et connaissent leur equivalents traites par Hashin et 

Shtrickman [5] , et Rosen et Hashin [6] pour certaines proprietes thermiques. 

Comme Jes autres modeles a deux phases, ils supposent une adhesion parfaite entre Jes 

phases. De plus, ces solutions ne sont valables que pour d' assez foibles taux de charges 

OU d'inclusions. car e!Jes ignorent Jes interactions dues a Ja presence des inclusions voi­

sines. 

Un autre type d'approche vise a etablir une estimation du comportement global a partir 

d'hypotheses particulieres sur la distribution spatiale des constituants. Parmi celles-ci, 

Jes modeles phenomenologiques dec rivent le comportement elastique ou thermique des 

composites a partir de relations empiriques ou semi-empiriques, exprimant une sorte de 

loi des mela11ges. Ils comportent des parame tres ajustables pour l'utilisateur de maniere 

a faire coincider au mieux les resultats theoriques avec Jes resultats experimentaux. 

II peut s'agir egalement de traitements entierement deterministes, comme pour les me­

thodes d'homogeneisation periodique, OU l'on prejuge d'une structure periodique repe­

tant une cellule de base completement decrite ou, pour les methodes de simulation nu­

merique (notamment par elements finis), de mi lieux heterogenes donnes. 

Enfin, ii existe aussi des traitements probabilistes de milieux aleatoires satisfaisant une 

propriete donnee de distribution statis tique, comme celle du desordre pmfait pour le 
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modele autocoherent presente par Hershey (7], Kroner [8], Hill [9] , ou Budiansky (10] 

en elasticite, et aussi Budiansky [l l] et Hashin [12] pour les equivalents en thennique. 

Si des progres significatifs ont deja ete realises dans ces directions, des efforts sont 

maintenant consacres a la prise en compte de caracteristiques donnees de distributions 

spatiales des constituants des materiaux heterogenes, permettant de resserrer l'encadre­

ment des modules effectifs ou de traiter de distributions spatiales autres qu'extremes 

(ordre complet ou desordre pa1fait). 

De tels modeles ont ete developpes par Mori et Tanaka (1 3], mais aussi Kerner (14], 

Van Der Pol (15], Christensen et Lo (16, 17], Maurer (18], Herve et Zaoui [19] en elas­

ticite, Kerner [20], Christensen (17], Maurer (18], Papazoglou et Col. [21] en ther­

mique. 

En ce qui concerne le domaine de la conductibilite thermique, ii est utile de souligner la 

forte analogie entre les problemes de proprietes elastiques effec tives et de conductibilite 

effective. Chaque theoreme dans un cas possede un equivalent dans l'autre. Les relations 

entre elasticite et conduction peuvent etre ainsi presentees : 

Elasticite Conduction 

11; = deplacement T = temperature 

cij =deformation T,; = gradient 

<Ji} = contrainte q; =flux 

Cijkl = coeff. de rigidite Aij = conductibilite 

Sijkl = coeff. de souplesse Pij = resistance 

Les methodes, mode les, et resultats en elasticite ont Jeurs equivalents en conduction. 

Les demarches mathematiques pour les problemes de conductibilite sont simplifiees par 

rapport aux problemes d'elasticite. 
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1.2 Les materiaux de coussinets 

Avant d' aborder plus en detail les materiaux de coussinets, il est interessant de presenter 

l 'historique du developpement des materiaux de frottement, et de rappeler ensuite Jes 

caracteristiques que ce type de materiaux doit posseder. 

On estime que !'utilisation de paliers simples avec des metaux ou des alliages a faibles 

coefficients de frottement est concomitante au debut de la revolution industrielle. C'est 

principalement le developpement des machines a vapeur qui a entraine l'emploi de pa­

liers lisses pour les organes des moteurs et Jes arbres de transmission. Les materiaux 

utilises a l' epoque etaient la fonte grise, OU le bronze, COnnu pour SeS proprietes lubri­

fiantes des le debut de l' antiquite, qui sous des temperatures foibles ne provoquent pas 

de micro-soudures dangereuses, et done pas de grippage. 

L'evolution des machines, et des charges supportees par Jes paliers de celles-ci, a con­

duit a developper des coussinets en bronze avec un depot epais en plomb dans l' alesage. 

Ce depot permettait une meilleure adaptation de l' arbre et une friction diminuee. Ce­

pendant les foibles performances mecaniques du plomb n'ont pas permis ace materiau 

de se perenniser. Suivant un concept proche, !'introduction d'un materiau fusible a 
basse temperature, Babbit deposait en 1835 un brevet sur la composition d'alliages anti­

friction palliant les inconvenients du plomb. Ces alliages sont encore utilises a l' heure 

actuelle avec des compositions voisines de celles prescrites alors. 

Le plomb et l'etain sont restes les deux elements principalement employes industrielle­

ment pendant tout le 19c siecle, voir le debut du 2oe. L'evolution continuelle des per­

formances des moteurs, surtout celles requises par Jes engins de guerre, a « oblige » les 

materiaux a posseder de meilleures caracteristiques mecaniques. C'est ainsi que !'on a 

pu voir apparaitre dans Jes annees 20 les premiers coussinets avec des substrats en cu­

proplomb, mais aussi les premiers exemples de coussinets en aluminiurn-etain, puis 

dans Jes annees 30 Jes coussinets a base de zinc et de cadmium. 

Un historique detaille a ete realise par Dowson [22] ainsi que Cazaud [23]. 

Toutes Jes proprietes ou caracteristiques que !'on peut enurnerer cornme etant necessai­

res aux coussine ts sont en fait liees aux avaries qui surviennent sur ceux-ci. C'est done 

principalement la capitalisation de !'experience du concepteur de palier qui conditionne 

la preconisation de materiaux, celle-ci visant bien entendu a annihiler Jes avaries pou­

vant survenir sous differents environnernents et conditions de fonctionnernent. Certaines 

de ces proprietes peuvent etre antagonistes et approchees par des rnethodes 

d ' hornogeneisation. 

A ce titre Jes proprietes necessaires a un bon comportement en frottement sont : 
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- la resistance a l'usure, qui impose un metal dur; 

- un bas seuil de plasticite pour une foible resistance au cisaillement, qui corres-

pond a un metal mou. 

La solution generale de ce type de probleme de frottement est, en principe, fournie par 

des alliages a deux constituants : l' un dur, l'autre mou. C'est ainsi que beaucoup 

d'alliages antifrictions sont constitues d'une phase dure continue d'aluminium ou de 

cuivre, de meme que la phase tendre , peut etre d' etain OU de plomb. On utilise done des 

materiaux biphases. Pour certaines applications tribologiques delicates, on emploie 

meme des materiaux a trois OU quatre phases. L'appreciation des caracteristiques meca­

niques conduit de fa;on naturelle a employer l'homogeneisation. 

Outre !'influence evidente sur la resistance mecanique, !'aspect thermique est l'un des 

elements fondamentaux dans les paliers. Une bonne conductibilite thermique favorise 

en effet le bon fonctionnement car la chaleur degagee par le frottement est plus facile­

ment evacuee. La tendance au grippage, en cas de contact metal sur metal , c'est-a-dire 

J'engagement du systeme frottant dans un processus thermique divergent, est ainsi di­

minuee. La conductibite thermique reste la moins etudiee des principales proprietes de 

transport, et sa definition peut etre donnee ainsi : 

q A. = --"---
(dT/cJx) 

( l. I) 

ou q est le flux de chaleur, et dT/dx est le gradient de temperature. On notera une ana­

Jogie evide nte dans Ja forme de !' equation de finissant le module d'Young et de 

I' equation (I . I). 

Pour les materiaux antifriction epais, le coefficient de dilatation conditionne le jeu en 

service pour une temperature donnee. 

Afin de connaitre plus en detail I 'ensemble des proprietes des materiaux et bien les po­

sitionner dans leur domaine d'applications, on se reportera a la synthese [24]. 

1.3 Les differents modeles d'homogeneisation 

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE 

Le present chapitre vise a faire un bilan bibliographique sur Ja modelisation du com­

portement thermomecanique des materiaux heterogenes aleatoires, notamment en ce qui 

concerne la prise en compte des caracteristiques morphologiques, ceci pour nous ame-
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ner aux motivations et objectifs de la presente etude. Ne pretendant pas a l'exhaustivite, 

nous rapporterons les fondements des approches de type "milieu effectif", smv1s 

d' indications sur les methodes adaptees aux traitements de phenomenes critiques. 

1.3.1 Domaine concerne 

Conformement au point de vue adopte ici , lequel vise a modeliser le comportement de 

milieux aleatoires, nous excluons du champ de notre mise au point les methodes d'ho­

mogeneisation periodique (voir par exemple P. Suquet [25) ou E. Sanchez-Palencia et 

A. Zaoui (26)), ainsi que les traitements par methode d'elements finis de configurations 

particulieres de materiaux biphases (voir C. Thomas de Montpreville [27)). 

Deux precisions supplementaires doivent etre encore apportees pour mieux cerner le 

champ de cette etude : 

- l'heterogeneite d'un materiau biphase peut etre caracterisee a des echelles diffe­

rentes : d'un compose aluminium-etain comme celui represente sur la figure ( L. l ), on 

peut retenir seulement !'existence de deux phases - !'aluminium et l'etain - et considerer 

chacune globalement. Mais a une echelle d'analyse plus fine, on peut prendre en compte 

l'heterogeneite de chacune des phases : l'aluminiurn, comme l'etain, sont polycristallins 

et les grains eux-rnernes peuvent etre consideres comme des elements hornogenes 

d'agregats monophases heterogenes. A une echelle encore plus fine, chaque grain peut 

etre cons idere comme he terogene et forme d'assernblage complexe de domaines, de 

sous-grains , voire de cellules de dislocations , etc. Renvoyant a d'autres etudes (cornme 

M. Berveiller et A. Zaoui (28)) pour la prise en compte de differentes echelles d'hetero­

geneite, nous nous contenterons dans la suite de considerer chaque phase comme globa­

lement homogene, excluant toute analyse cristallographique ou de defauts structuraux. 

L'echelle choisie doit done etre suffisamment grande par rapport a la taille des hetero­

geneites de fai;:on qu'elle puisse etre representative de la microstructure, c'est a dire 

contenir toutes les informations geometriques necessaires a sa description, mais aussi 

suffisamment grande par rapport a l'echelle de variation des variables mecaniques , 

thermiques, ou thermomecaniques ; 

- bien que nos deux phases soient consicterees comme globalement homogenes, 

nous supposerons les domaines de phases assez petits par rapport a !'element de volume 

du materiau biphase pour que ce demier puisse etre considere corn.me macrohomogene : 

en ce sens, nous supposerons satisfaites Jes conditions de macrohomogeneite telles 

qu'elles sont definies par Hill [29] ou J. Mandel [30). 
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Figure ( l. l) : Aspect d'un materiau heterogene 

La figure 1.1 represente une vue du microscope electronique a balayage, a grossisse­

ment * 1000 d'un biphase aluminium-etain a 6 % d'etain en masse, l'etain apparalt en 

clair. et montre une tendance filmogene marquee. 

1.3.2 Methode 

Si l'on reste dans ce cadre d'analyse micromecanique, iJ s'agit, a partir d'un volume ele­

mentaire representatif (note V.E.R.), contenant toutes Jes informations sur le materiau 

heterogene, de determiner un milieu homogene equivalelll fictif (note m.h.e.), qui, sou­

mis aux memes sollicitations, a une reponse macroscopique identique. 

Cette methode comporte trois grandes etapes : 

- tout d'abord, il faut preciser le contenu du volume elementaire representatif, 

c'est-a-dire les parametres caracteristiques du materiau heterogene qui seront 

pris en compte dans la determination du comportement effectif : ce travail cons­

titue l'etape de representation ; 

- puis on doit modeliser la reponse thermomecanique de ce volume soumis a des 

sollic itations a ces frontieres, en d'autres termes relier Jes champs de deforma-
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tions, de contraintes et de temperatures locaux aux champs de deformations, de 

contraintes et de temperatures macroscopiques : c'est l'etape de localisation ; 

- enfin, a partir des etapes precedentes, par des operations de moyennes adap­

tees, on atteint l'objectif fixe, a savoir la determination du comportement effectif 

: c'est l'etape d'homogeneisation. 

1.3.3 Modeles utilises dans le cadre de l'etude 

Les modeles de prevision de comportement des materiaux heterogenes utilises au cours 

de notre etude ont ete choisis car la signification geometrique de leur modelisation est 

bien fondee et explicitee en elasticite lineaire. 

Par consequent, a partir du comportement des constituants en contraintes-deformations-

temperature (a, £, T), le comportement du biphase sera done precise en fonc tion des 

concentrations volumiques des deux constituants. 

Ces modeles supposent implicitement J'identite entre les comportements des consti­

tuants a l'etat pur et au sein du composite. En particulier, ne sont pas prises en compte, 

ou supposees absentes, les interactions entre phases de nature physico-chimique 

(diffusion d'elements, formation de precipites .. . ). Ils supposent aussi les interfaces par­

faites. 

Pour tous Jes modeles, on adoptera comme notations : 

- µ : module de cisaillement : 

- v : coefficient de Poisson : 

- K : coefficient de compressibilite volumique ; 

- E : module d'Young ; 

- A: coefficient de conductibilite thermique ; 

- a : coefficient de dilatation thermique ; 

- c 1 : la concentration en phase 1 ; 

- c2 : la concentration en phase 2. 
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1.3.4 Modele autocoherent de Budiansky 

Le modele autocoherent, d'abord presente par Hershey [7] et Kroner [8] pour modeliser 

le comportement des materiaux polycristallins, a ete modifie pour l'etude des materiaux 

biphasiques. Ce modele, ici a inclusion spherique, consiste a etablir la loi de localisation 

en considerant que chaque phase est rassemblee dans un domaine spherique entoure 

d'une phase dont le comportement est celui du milieu homogene equivalent qu'on cher­

che a determiner. Cependant, quel que soit le processus d'homogeneisation, il faut noter 

qu'a partir d'informations partielles sur la microstructure et principalement sur la distri­

bution spatiale des renforts, il est exclu de determiner, sans ambigu"ites, le comporte­

ment effectif du composite. 

A vec une telle simplification, la distribution interne des champs de contrainte et de de­

formation peut etre evaluee de fa<;on rigoureuse. Le modele considere le renfort direc­

tement noye dans le mil ieu homogene dont les proprietes sont celles recherchees. Des 

conditions aux limites sont imposees sur le milieu homogene. La technique de resolu­

tion peut etre, par exemple, celle proposee par Eshelby (31]. 

Il n'y a cependant aucune raison de placer directement le renfort dans le milieu homo­

geneise. En disposant le renfort dans un milieu plus raide que le milieu reel, on sures­

time inevitablement la rigidite du milieu homogeneise. En outre on ne prend pas en 

compte la participation de la matrice qui se trouve a proximite du renfort. 

Cet inconvenient a amene certains auteurs a utiliser des modeles plus realistes, tel que 

celui propose par Hill [9] et Budiansky [ 10]. Le comportement de ce demi er est identi­

fie en faisant jouer tour a tour a chaque phase le role de !'inclusion dans cette meme 

matrice et des relations de moyennes ponderees par les concentrations de chaque phase, 

entre ces differentes configurations. En ecrivant les equations de localisation, a !'aide de 

la solution du probleme d'Eshelby [31 ], on aboutit a une expression pour le tenseur de 

rigidite du composite recherche. 

= 

Figure ( 1.2) : Modelisation geometrique du modele autocoherent 
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La solution analytique du module de cisaillement est la racine positive de l'equation du 

second degre suivante : 

( 1.2) 

et le module de compressibilite est directement donne par l'equation suivante : 

K= 4µ(c2K2 +c1K1)+3K1K2 

4µ+3(c2K1 +c1K2 ) 
( 1.3) 

La premiere application de ce modele a des particules spheriques a ete proposee par Hill 

[9] et Budiansky (10]. Son extension au comportement thermique, en considerant qu 'il 

n 'y a pas de couplage d' e ffets mecaniques et thermiques et en respectant l 'equation de 

conduction de chaleur T,;i = 0, a ete foumie par Budiansky [ 11 ] et Hashin [ 12], ce qui 

donne: 

pour la conductibilite thermique : 

( 1.4) 

pour le coefficient de dilatation thermique : 

a, ( K'.?-I - K-1 
)- a 1(K,-1 

- K-1
) 

a=--------------------
K2 -1 - Kl-I 

( 1.5) 

Ce modele attribue aux phases, d'un point de vue geometrique, un role parfaitemen t 

symetrique. En outre, Kroner a demontre que la s ignification morphologique de ce mo­

dele correspond a une situation de desordre pmfait. Pour visualiser ce desordre, on peut 

imaginer que la structure biphasee est construite en implantant de maniere aleatoire des 

points d'une phase puis de l'autre phase de sorte qu'il n'existe aucune correlation spatiale 

entre deux points. 

C'est pourquoi ii est souvent preferable d'introduire peu a peu dans la procedure de mo­

delisation des hypotheses qui cendent a mieux decrire la situation morphologique reelle 

du materiau. 

De plus, il peut etre avantageux de realiser cette extension a partir du modele autocohe­

rent. Cela permet d'utiliser la logique inclusion-matrice, e t ainsi la solution d'un pro­

bleme resolu dans des situations variees. 
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On peut ainsi modifier !'inclusion de base dans la procedure autocoherente classique, de 

sorte qu'elle ne soit plus un element homogene , mais presente deja une morphologie 

proche de la morphologie des phases. 

1.3.5 Bornes de Hashin et Shtrikman 

En suivant une approche variationnelle en elastic ite lineaire et en conduction thermique 

pour des phases isotropes, Hashin et Shtrikman [3 ,5] montrent que le comportement 

effectif est compris entre deux bornes optimales. Pour un biphase a phases incompressi­

bles, ou une des phases est concentree dans un domaine spherique et l'autre formant la 

matrice, on montre en ecrivant les equations de localisation, grace a la solution du pro­

bleme de ]'inclusion d'Eshelby, que la borne superieure est obtenue lorsque I' inclusion 

est constituee de la phase la plus dure et la borne inferieure quand elle est constituee de 

la phase la plus tend re. 

Figure ( l.3) : Modelisation geometrique du modele de Hashin et Shtrikman 

Dans cette situation, en supposant que le materiau 1 soit le plus tendre et done le mate­

riau 2 le plus dur, ce qui peut se traduire encore en ecrivant : 

( 1.6) 

on obtient alors : 

pour le module de compressibilite : 

( 1.7) 
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et pour le module de cisaillement : 

( 1.8) 

de meme, pour le coefficient de conductibilite thermique 

( l.9) 

En ce qui concerne le coefficient de dilatation des composites a deux phases, le princi­

pal resultat est dG a Levin [32), et a ete etendu plus generalement aux composites ani­

sotropes par Rosen et Hashin [6]. 

Pour un simple materiau a deux phases, ils ont etabli les expressions suivantes : 

pour le coefficient de dilatation thermique : 

( 1.10) 

Par cette relation , a etant une fonction monotone de K, ii suffit de remplacer maintenant 

K par ses bornes obtenues par le modele de Hashin et Shtrikman pour obtenir un enca­

drement de a : 

4c,c2µ,(K, - K2 )(a1 -a2 ) ~a-a~ 4c1c2µ 2{K1 - K2 )(a1 -a2 ) 

3K1K2 +4µ ,K 3K,K2 +4µ 2 K 
(l.11) 

1.3.6 Modele autocoherent a trois phases 

Dans l'optique du renforcement des materiaux par des fibres ou des particules, ce mo­

dele a ete developpe par Kerner [14] , mais aussi par Van Der Pol [15) et Christensen et 

Lo [ 16, 17), pour l'etude de fibres cylindriques ou d'inclusions spheriques entourees par 
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une coquille de matrice (la coquille a un diametre tel que le cube du rapport du volume 

de !'inclusion sur celui de l'ensemble inclusion-coquille soit egal a la fraction volumique 

des elements de renforcement). 

Le comportement global du materiau ainsi renforce est obtenu en noyant !'inclusion 

composite dans le milieu homogene equivalent et en egalant l'energie elastique emma­

gasinee par ce milieu a inclusion composite a I' energie emmagasinee par un milieu 

constitue uniquement du milieu homogene equivalent, soumis au meme chargement 

macroscopique. 

• Inclusion spherique 

D Matrice 

[] Milieu homog. equivalent 

Figure (1.4) : Modelisation geometrique du mode le des trois phases 

Dans le cas particulier de nos biphases a phases incompressibles de concentration en 

inclusion c, et de module elastique µ;, enrobee par une matrice egalement in-

compressible et de module J.L,,., on obtient le module de cisaillement µpar une equation 

de la forme: 

A(L)2 

+ 2s(LJ + D = 0 (Christensen-Lo) 
µ,,. µm 

( l.1 2) 

ott A, B et C sont, dans le cas de l'incompressibilite des phases, uniquement 

fonction de c, de get deµ ,,.. 

de meme le module de compressibilite a pour expression : 
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K =Km+ c(K[; - Km) J 
1+(1-c) Ki - : m 

Km +)µm 

29 

(Kerner) (l.13) 

ou les indices i et m correspondent a ce qui se rattache, respectivement a l'inclu-

sion et a la matrice. 

En appliquant une methode identique a la determination du module de compressibilite, 

Kerner [20] a pu determiner une expression du coefficient de conductibilite thermique : 

c 
A.=}~ l +-----

111 A. 1-c 
-~'-+--
(A.;+ A.Ill) 3 

(Kerner) (1. 14) 

Ii est a preciser que ce resultat est identique a la borne inferieure proposee par Hashin et 

Shtrikman [5] et vue precedemment. 

1.3.7 Modele autocoherent an + 1 phases de Herve-Zaoui 

La methode proposee par Herve e t Zaoui [ 18) est une extension du modele a trois pha­

ses , au modele aucocoherent a /1 + l phases. Ce modele esc represente graphiquement 

sur la figure 1.5. 

ml phase i 

lfJl Milieu homog. equivalent 
(phase n + 1) 

Figure ( 1.5) : Modelisation geomecrique du modele a 11 + l phases de Herve-Zaoui 

En suivant le meme principe, le module de compressibi lice a pour expression : 
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3K R 3Q(11 - I ) _ 4µ Q(n - 1) 
K = n 11 II n 21 

3(R 3Q (n- I) + Q (n-1) ) 
n I I 21 

( l.15) 

ou les coefficients Q:~- 1 > et Q;;-1
> sont des constantes qui dependent uniquement 

des modules elastiques et des concentrations volumiques de chacune des phases. 

et le module de cisaillement est solution de !'equation du second degre suivante : 

( l. l 6) 

ou A, B, et C sont aussi des constantes dependant des modules elastiques et des 

concentrations volumiques de chacune des phases. 

Si /1 = 3, cas particulier ou le V.E.R. est compose de quatre phases, 

K = K
3 

+ (3K3 + 4µ 3)R/[(3K3 ~ 4µ 2 )R/(K1 - ~2 ) + {3K1 +4µ2 ~1R/(K2 - K3)) ( l.l ?) 

[

3{K2 - K1)R1 [(3K3 +4µi)R2 +4(µ3 -~)R3 ) l 
+(3K1 +4µ 2)R/ [3(K3 -K2)R/ +(3K2 +4µ 3)R/ ) 

1.3.8 Modele autocoherent an + 1 phases applique a la determination 

de la dilatation thermique 

II est interessant de reecrire ce modele pour l' adapter a la determination de la dilatation 

thermique. 

La demarche suivie tout au long de ces calculs est basee sur celle adoptee par E. Herve 

et A. Zaoui [18] pour la determination des modules mecaniques de composites a (11+1) 

phases. 

Le V.E.R. retenu reste le meme que celui utilise par Herve et Zaoui et sa modelisation 

geometrique est donnee sur la figure 1.5. 

On impose un saut de temperature identique dans tout le systeme considere, a savoir 

dans I' inclusion composite aussi bien que dans le milieu homogeneise. Les champs de 
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deplacements et de contraintes hydrostatiques en resultant sont etablis a }'aide de ceux 

proposes par Timoshenko et Goodier [33] de Ja maniere suivante : 

(.> B. 
u' = A.r +-' + Ca.iJ.Tr 

f I ,.2 I I 
( l.18) 

( 1. 19) 

, 3K 
ou A; et B; sont des constantes, et C.= ' 

' 3K; +4µ; 

Ces expressions peuvent etre ramenees sous une forme encore plus simple : 

C) £. 
II , = D.r + _, + a .iJ.Tr 

r I ' I ,.- ( l.20) 

au> = 3KD. -4µ E; 
r I I I f J ( l.21) 

ou D; et F; sont des constantes. 

En tenant compte de la continuite des deplacements et des contraintes en r a l' interface 

( r = Rk), comprise entre les phases k et k+ 1, on peut ecrire : 

avec ~=(Dk,EJ: ,iJ.T) 

et J,( r) est la matrice suivante : 

Ji(r) = 

Si l' on pose N<kJ tel que : 

,. 
) ,.-

3k; -4 µ; 
,.J 

0 0 

v. - N<k>v. 
k+I - k 

(l .22) 

a;1· 

0 ( l.23) 

(l.24) 
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al ors 

(1.25) 

avec 

1 -4aiµi 
4µ; 

,. 
r 1 (r) - l 3k.r2 

i - 3k.+4µ. I 

_,.3 -3a.k./ 
I I ( 1.26) 

I I 0 0 

et l'on obtient : 

3kk + 4µk+l 

N<t> = 3(kt+i -k1;)R} 
3kk+I + 4µk+I Q 

On pose Q<k) tel que : 
k 

V. = fI Nu>V, = Q<k>V, 
k+I l I 

1=1 

et> Q<tl O Q' t> I on peut noter que Q31 = n = et _,3 = . 

A l'infini, a,. = 0, ce qui entraine : D,, T1 = E,,+1 = 0 

or 

V = N1"'Q<n-nv 
,, .,.1 I 

On peut en deduire, en posant k = kn+i , µ = µn+i et a = an+i : 

3kk+I ( ak - ak+I )R} ( 1.27) 

3kk+I + 4µk+I 

( 1.28) 

( 1.29) 
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( 1.30) 

so it 

(3k + 4µ )(Q(n- l)Q(n-1) _ Q (n- llQ(n-1) ) 
11 n II 23 13 21 

a= a +-------------
n 3k RJQ(n-1) -4µ. Q (n-11 

n n 11 n 21 

( 1.3 1) 

La verification du modele pour II = 2 et II = 3 a pu etre etablie et le resultat est alors 

identique a ceux proposes par Rosen & Hashin [6] et Papazoglou et Col. (21] respecti­

vement. 

Afin de controler nos resultats, on se propose de retrouver le resultat obtenu par Rosen 

& Hashin [6] deja presente, et celui ecrit par Papazoglou et Col. (21] pour un materiau 

composite a quatre phases. 

Dans le cas d'un modele a trois phases, on pose /1 = 2, ce qui entraine : 

3k, +4µ 2 

Q <n-ll = Q ' '> = N<I> = l 3(k., - k )R' 
(3k2 +4µ2) - Q I I 

4 
RJ(µ2-fi,) 4µ2(a, - a 2) 

I 

3k2 + 4111 3k2R1
3(a1 -ai) (l.32) 

0 3fs + 4µ2 

alors : 

( 1.33) 

( 1.34) 
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c etant le taux volumique de renforts au sein de la matrice. 

Le resultat obtenu est egal a celui donne par Rosen et Hashin, issu d'une demarche ba­

see sur les principes de conservation de l'energie. 

Dans le cas d'un modele a quatre phases, on pose 11 = 3, ce qui entralne : 

( l .35) 

( 1.36) 

Q~;> = ( )l( )[3R1
3(k2 -k1)(3k3 +4µ1 )+3Ri(k3 -k~)(3k1 +4µ1 )] 

3k2 + 4µ 2 3k3 + 4,U3 

Q~i> = 1 [3k2R1
3(a1 -a~)(3k3 +4µ 2)- l2Riµ2 (a1 -a2 )(k2 -k3)] 

(3k~ + 4µ 2 )(3k3 + 4µ 3) +3k3RJ(a2 -a3 )(3k2 + 4,u3 ) 

on peut alors en deduire le coefficient homogeneise : 

F G 
a= a 3 +(a, - a2 ) G + (a2 - a3) H ( 1.37) 

ou F. G et H sonc des constances ainsi definies : 

F = 3k1(3k2 + 4µ 2)(3k3 + 4µ 3)c1 

G = (3k3 + 4/13) [ 3k2(c1 +c2 )(3k1 +4µi) + 12µ 2c1(k1 - k2)] 

H=3(k2 - k1)[12k3(µ 3 -µ1 ) c, -4µ.c1(3k3 +4µ1 )] 
c1 +c2 

( 1.38) 

+(3k1 +4µ 2 )[12µ 3(c, +c2)(k2 -k3)+3k3(3k2 +4µ3 )] 

c 1 et c2 etant les taux volumiques des phases l et 2 englobees dans la phase 3. 

Le resultat obtenu est identique a celui propose par Papazoglou et Col. [21) , developpe 

pour la determination de la dilatation thermique a partir d'un modele a quatre phases. 
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1.3.9 Modele autocoherent an + 1 phases applique a la determination 

de la conductibilite thermique 

De la meme fa~on on peut traiter le cas de la conductibilite thermique, et done tout en 

conservant la meme procedure, aboutir a une expression simple du coefficient effectif 

de la conductibilite thermique. 

Afin de fixer un gradient de temperature, on impose des temperatures sur deux plans P1 

et P2 perpendiculaires a l'axe ox 3• Ces plans sont choisis de fa~on symetrique par rap­

port au plan ( o,x"x2) et infiniment eloignes de ce dernier. Les temperatures sur ces deux 

plans sont constantes et ont pour expression : T = /3x 3 ou x3 --7 00 

Les x3 sont les cotes des plans P, et P2• 

Figure l.6: temperature imposee suivant !'axe x1 

En respectant les conditions \/2Tu> = 0 pour chaque phase (i) du composite et en utili­

sant les coordonnees spheriques en respectant la symetrie axiale autours de I' axe x J> 

2 2 a a2 a i a2 

'V =-- +-+ +---,. or or2 r 2 tan(} ()(} ,. ~ ae 2 ( 1.39) 

La solution des conditions precedentes permet d'ecrire la temperature de chaque phase 

(i) du composite sous la forme : 
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T<il = (F;r+ G;)cose 
,.2 

ou F; et G; sont des constantes. 

Le flux de chaleur correspondant s'ecrit alors : 

so it 

ar<i> 
q(i) =-A..--

1 ax; 

q <i> = -A..(F - 2 G; )cose 
T I I ) ,. 

% (i) =A.{ F; +;)sine 

(l.40) 

(1.41) 

En tenant compte de la continuite de la temperature et du flux de chaleur en r a 
I' interface (r = Rk) , comprise entre les phases (k) et (k + I), on peut ecrire : 

( 1.42) 

et l;(r)est la matrice suivante : 

l ;(r) = [ r 
11
' .] 

A. -? A., 
i - ,.3 

( 1.43) 

Si I' on pose N(k) tel que : 

N(k)v. 
~+I= k ( 1.44) 

al ors 

( 1.45) 

( 1.46) 
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On pose QCk> tel que : 

I: 

~+I = TI N(j)"i = Q0''"i 
j=l 

37 

(1.47) 

A partir de cette derniere equation , et considerant que G1 = 0 , car la temperature doit 

avoir une valeur finie en r = 0 , on trouve : 

F; = Q~nl F,, + I 
11 

al ors to us les coefficients FJ.:, et G 1: peuvent s 'ecrire ainsi : 

Q l k - I J ) F. - II F 
k - -Q(n) n+I 

II 
pour k 

Qlk-ll 

G1: = Qi~' F,,+1 

E [l, 11) 

ou F,,+1 = f3 dans le cas d ' une approche en temperature imposee. 

(1.48) 

( 1.49) 

Les gradients moyens de temperature dans chaque phase peuvent facilement etre calcu­

les par l 'equation : 

( 1.50) 

ou v .. est le volume de la coquille occupee par la phase (i), lirnite par S;.1 et S; et 

11 = ( 11" 112,n) )r est le vecteur unite normal as .. (normale exterieure a la phase i ). 

De la meme fa<;on, on peut ecrire le gradient de temperature moyen dans )' inclusion a n 

phases : 

( 1.51 ) 

On peut demontrer (Cf [ 17)) que la valeur moyenne du gradient de temperature dans la 

direction X3, calculee sur le volume vn contenant les n phases est egale a /3. Cette valeur 

correspond au gradient de temperature dans le materiau homogeneise avec Jes condi­

tions aux lirnites imposees. On pose alors : 
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(dT) = - 3
- Jr<n>cos8dS = f3 

(}z 4rrR 3 s, 
II 

( l.52) 

(dT) =F + Gn+ 1 = f3 
(}z 11 + 1 R 3 

n 

( 1.53) 

e t en tenant compte de la conservation du gradient de te mperature, on en tire G,,+1 = 0 

or 

V = N<n>Q<11-1>v. 
11+1 I ( 1.54) 

On peut en deduire, en posant A. = A.,,+1: 

G = _l [(A. - A. )R 3Q(11-I) +(A.+ 2?.. )Q(11-ll]F. n+I 3A 11 11 I I 11 21 I ( l .55) 

so it 

A (R 3Q(n-ll _ 2Q(n-I)) 
A= n 11 11 21 

R 3Q(n- I) + Q(n-1) 
n I I 21 

( l .56) 

Afin de controler cette equation, on se propose de retrouver les resultats obtenus par le 

modele a trois phases ecrit par Kerner (20) , e t le modele a quatre phases de Maurer [ 18). 

Dans le cas du modele a trois phases, on pose 11 = 2, ce qui en tralne : 

on en tire alors : 

A.= A..i(R/ (2A..i +A,)- 2(A..i -A,)Rn 
R/ (2A..i +A, )+(A..i -A,) 

ce qui peut s'ecrire encore: 

A. = A-,( l + 3c(A,-A..i ) ) 
- ( l -c)(A, - A..i)+3~ 

c etant le taux volumique de renforts au sein de la matrice. 

( l .57) 

( 1.58) 

( l .59) 
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Le resultat obtenu est bien celui propose par Kerner. Ce resultat est aussi identique a la 

borne inferieure proposee par Hashin et Shtrikman [5]. 

Dans le cas du modele a quatre phases, on pose /1 = 3, ce qui entraine : 

l [ 2( '.l - A., )(A., - A. )R3
] 

Q(2) = -- (2A. + A.,)(2 '.l + A) + '":3 - - I I 
II 9A.i~ 3 - ' "2 I R{ 

( l.60) 

Q~~> = 9~~ ((~ - A.i)(2A.i + "-i)~ + (~ + 2A.i)(A.i - "-i)Rn 

en substituant, on obtient finalement : 

A. = ~ + 3A.3R/((2A.i + ~)R1 3 (A.1 - Ai )+ (2A.i + "-i)R/(Ai - ~)] 
. [(Ai - ?.,)R1 3(3~R/ + (~ - A.i)R/ ] ] 

+(2?'-2 + A.1 )R/[(~ - A.1 )R/ + (2~ + A.i)R/] 

( l.61) 

Ce resu ltat est identique a celui propose par Maurer [ 18], pour la determination de la 

Constante dieiectrique a partir d' un modele a quatre phases. 

REMARQUE: 

Cette formulation du coefficient effectif pour le probleme de la conductibilite therrnique 

s'applique egalement a d'autres problemes de physique, leis que la constante d ielectri­

que, Ja permeabilite magnetique ou Ja conductivite e lectrique. 

1.3.10 Modeie autocoherent a quatre phases applique aux composites 

biphasiques 

Si !'on desire appliquer le modele de Herve-Zaoui ramene a quatre phases a un milieu 

biphasique (done ne contenant pas d'interphase), on se heurte alors a un probleme de 

repanition volumique des deux phases en trois parties distinctes que sont /'i11cl11sio11 , 

l'i11terphase et la matrice du mode le de Herve-Zaoui. 

Fran~ois de Larrard et Robert Le Roy ont eux propose "1111 modele geometrique d'/10-

moge11eisatio11 pour les composites biphasiques i1 incl11sio11 gra11ulaire de large ere11-

d11e" [34] , tenant mieux compte de la configuration reelle des materiaux. 
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Prenons un volume unite de composite (Ve= 1). Le taux de renforts (Vr), qu'i ls soient 

particulaires ou unidirectionnels, est en pratique limite par la compacite maximale a sec 

de ces renforts, appelee taux de compacite optimale (Vr ma.t"), cette configuration corres­

pondant a l'inversion des phases renfort et matrice. Pour des valeurs de Vr tendant a se 

rapprocher de Vr l/uLn il existe une probabilite de plus en plus elevee pour les renforts de 

s'agglomerer en enfermant ainsi une partie de la matrice (V111 e) (Figure 1.7). 

d'o0~<1D 
~~Wo 
ob(:YolrP 

(b) ~<(() 

Figure 1.7 : Agregats de renforts pris dans la matrice 

(a) Composite reel de volume Ve, 

(b) Composite forme des renforts et de la partie enfermee de la matrice de volume V 

Si l'on appelle V la somme du volume des renforts et de celui de la partie e11fennee de la 

matrice, alors on peut poser : 

\I - V, 
rm;u V ( l.62) 

Et pour le volume de la matrice enfermee : 

( l.63) 

Le reste de la matrice, plus libre, a maintenant un volume V111 1 egal a : 

( l.64) 

On analyse alors le materiau comrne un nouveau composite, dont la matrice, de meme 

nature que la matrice initiale, a un volume V111 1 et l' inclusion, un materiau fictif consti-
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tue du renfort et de la matrice enfermee, un volume Vr I Vr 11uu· Ce composite peut etre 

schematise par une nouvelle cellule elementaire representee sur la figure 1.8. 

Figure 1.8 : Cellule elementaire du composite 

De Larrard et Le Roy ont utilise ce motif geometrique avec le modele de Hashin (1962), 

par etapes, en resolvant d' abord le probleme au niveau des deux spheres interieures, 

puis en y ajoutant la sphere exterieure. 

Cette approximation est d'autant plus acceptable que la quantite V, ,,
11
u est proche de l , et, 

par consequent, que l'etendue granulaire de l'inclusion reelle est large. 

Pour Ja su ite de cette e tude, nous appellerons ce modele autocoherent a quatre phases*. 

On peut bien entendu l'appliquer pour la determination des modules mecaniques ou 

meme thermiques, ce qui foumit Jes equations suivantes : 

pour le module de compressibilite : 

K
--K + (3Km +4J.i,,,)(3K111 +4µ,) 

( 1.65) 
111 (3K +4µ )(3K +4u ) V 

' ' 
111 

' 
/11 + 12 ~ (µ - µ )- 3(3K + 4µ ) 

V (K - K ) V ' 111 
"' ' r r m r 

pour le module de cisaillement, solution de ]'equation du second degre suivante: 

( 1.66) 

ou les coefficients A, B, et C sont uniquement fonction de V,, V,,,,ar• µ,et µ
111

• 

pour le coefficient de conductibilite thermique : 
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3A. (2.il +A. )(A. - A. ) A =A + J /11 r 111 r 111 ( l.67) 
111 

2(A A. )- A. A. A. 2 A. 2 
- 111 - r + 7 r m + r + 111 + V,. max (A. _ A )2 + 3/l.. (A - A ) 

V V V m r mm r 
r mu r r 

pour le coefficient de dilatation thermique : 

L 
a=a111 +(a, - a 111 ) H 

L = 3K,(3K
111 

+4µ,,,)(3K
111 

+4µ,) 

( l.68) 

(3K +4µ )(3K +4µ ) V 
H =3K r 

1 
m m +36K ~(K - K )(µ - µ )+ 12µ (K - K )(3K +4µ) 

m V, m V,. r m r m mr mm r 

Les indices 111 et r correspondent respectivement a la matrice et aux renforts. 

1.3.11 Applications originales du modele a quatre phases* 

Nous avons presente dans un article [35] des resultats obtenus en elasticite et en vis­

coelasticite en couplant les modeles a 11+ 1 phases Herve et Zaoui [ 18] et de Pastor et al 

[36], et Ja repartition proposee par de Larrard et Le Roy. Ces resultats sont de nouveau 

exposes ci-apres : 

Composite particulaire en viscoelasticite 

Le materiau etudie est un composite dont la matrice est une resine polystyrene, et les 

renforts sont des billes de verre dont le diametre varie de 70 a 110 µm , et dont la repar­

tition granulometrique est inconnue, ce qui nous conduit a determiner la compacite 

maximale des billes de fa\:on experimentale. Le taux de renforts maximal ainsi obtenu 

est de l'ordre de 64 % en volume. Les modules complexes sont ici calcules a !'aide du 

principe de correspondance Mandel [37), et de la technique d'evaluation du coefficient 

de Poisson complexe utili see par Nguyen Viet et al (38] sur la base d'une idee de Theo­

caris [39]. La premiere evaluation de ce coefficient , non accessible experimentalement, 

a ete proposee par Agbossou et al [ 40]. Ces auteurs ont etendu aux modules complexes 

l'idee de Theocaris a !'aide d'une technique d'approximations successives. Nguyen Viet 

et al ont montre que cette technique equivaut a ce que le module de compressibilite 

reste constant et reel , autrement dit a ce que la matrice soit viscoelastique en ci-
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saillement seulement, comme souvent pose. La technique uti lisee ici relaxe cette der­

niere approximation. 

Sur la figure 11.9 sont presentees a titre de comparaison les valeurs calculees a 
l' aide de la solution de Herve et Zaoui appliquee au modele geometrique prealablement 

defini (Fig. l .9-courbe a), Jes valeurs calculees avec le modele a trois phases de Chris­

tensen et Lo (Fig. 1.9-courbe b ), ainsi que les resultats experimentaux (Fig. 1.9-courbe 

c), avec Em= 3,1 GPa, Ym = 0,33, tan o= 1,24.10-2, Er= 70 GPa, Yr= 0,2. 

4 

Ill (a) 

----<>---- (b) 
c.o 3 
c: + (c) .:s 
~ 

"O 

E 2 
e 
>< 

"' ::E l 

0 
0% 20% 40% 60% 80% IOO'k 

Fraction volumique de billes 

Figure 1.9 : Facteur de pene en fonction de la fraction volumique de bi Iles 

Les resultats que nous obtenons. a for t taux volumique de renforts, demeurent infe­

rieurs aux resultats experimentaux. Ceci est a priori normal car le resultat du calcul de­

vrait etre considere comme 1me borne i11ferie11re du resultat exact, puisque le modele 

suppose implicitement que les ren forts s'agregent en formant des inclusions identiques, 

en situation de desordre parfait, comportant en leur sein le volume minimal pratique de 

matrice enfermee. 

Neanmoins, ces resultats sont plus realistes que ceux fournis par le modele de Chris­

tensen et Lo, si l'on considere que le facteur de perte du composite est en realite negli­

geable pour des taux de bi lles superieurs a 64 %, taux dit plus haut de compacite opti­

male pratique, ou les bi Iles devenues jointives limitent la deformation de la matrice en­

fermee. La methode proposee ici tient done compte autant que possible, par voie expe­

rimentale, du caractere generalement distribue de la granulometrie des billes de verre. 
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Composite unidirectionnel en elasticite 

Nous avons etudie aussi le cas d'un composite a renforts unidirectionnels verre-epoxy 

en traction simple transversale, pour lequel les resultats experimentaux ont ete obtenus 

par Lagache et al (41]. Les fibres de verre sont de meme diametre, et Ja compacite 

maximale theorique des fibres, correspondant a un empilement hexagonal compact, est 

egale a 90,7 %. Cette Jimite classique n'est en fait jamais atteinte en pratique; aussi al­

lons-nous, comme ci-dessus, utiliser la limite reconnue par les praticiens de ces compo­

sites et confirme par Gutowski et al (42] qui est de 76 % environ en volume. En isotro­

pie transverse, le modele d'homogeneisation utilise pour resoudre notre probleme a 
quatre phases est celui propose par Pastor et Nguyen Viet. Comme pour le cas traite 

precedemment, les resultats obtenus (Fig. 1.10-courbe a) sont confrontes de nouveau au 

modele de Christensen et Lo (Fig. 1.10-courbe b) ainsi qu' aux resultats experimentaux 

(Fig. 1.10-courbe c), avec Em= 2,9 GPa, Vm = 0,4, Er= 73,0 GPa, Vr= 0,22. 
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Figure 1.10: Module d'Young transverse en fonction de la fraction volumique de fibres 

S' il existe une bonne adequation entre les resultats theoriques et experimentaux pour 

des taux de renforts de l'ordre de 20 %, ii subsiste par centre un ecart pour de forts taux 

de renforts, mais cet ecart moyen passe de 25 a 8 % quand nous utilisons le modele pre­

sente. L'explication la plus realiste de cet ecart residue! est bien une modification des 

proprietes de la matrice in situ. En effet, une simple augmentation du module d'Young 

de la matrice faisant passer celui-ci de 2,9 a 3,2 GPa (valeur parfaitement admissible 

pour un reseau epoxy fortement reticule) permet aux valeurs theoriques de figurer dans 

la fourchette des resultats experimentaux. 
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Le modele presente a pour principaux avantages la simplicite et la facilite de controle 

du taux de compacite optimal. De plus le resultat, obtenu sans approximation supple­

mentaire, est de bonne qualite, particulierement si l'on tient compte de la simplicite du 

modele. 
De ce fait, on peut affirmer que ce modele ameliore sensiblement Ja capacite de predic-

tion des caracteristiques mecaniques des materiaux biphases etudies. Reste cependant a 
ameliorer }'approximation que constituent les modeles a quatre phases pour Jes taux de 

renforts fibreux ou particulaires. 

1.4 Le materiau etudie 

1.4.1 Les composants 

Les materiaux antifriction utilises sur les coussinets de paliers de vilebrequin des mo­

teurs a combustion interne, OU Jes paliers de certainS mecanismes teJs que des pompes a 
engrenages, ont des structures comportant des heterogeneites periodiques. La tendance 

actuelle de ce type de mmeriau est d'etre constitue de deux phases, l'une est la phase 

<lure constituant la matrice supportan t les sollicitations mecaniques , l'autre est la phase 

tendre qui a pour objet de jouer le role de lubrifiant !ors de contact entre les surfaces an­

tagonistes du palier. 

L'utilisation des alliages d'aluminium dans le domaine des materiaux de frottements, 

s'est imposee depuis plusieurs dizaines d ' annees en raison des a vantages apportes par 

!'aluminium, par rapport aux alliages traditionnels a base de plomb, d'etain ou de cuivre, 

en terme de performance, coGt et pollution. 

De nombreuses formules d'alliages d'aluminium ont ete proposees et experimentees, 

mais actuellement, il appara1t que les alliages de la famille Al-Sn prennent une impor­

tance de plus en plus grande [35]. 

11 est utile de rappeler que Ja solubilite de l'etain dans !'aluminium est extremement foi­

ble (de l'ordre de 0,01 %), et qu'il existe un eutectique Sn-Al a 99,5 % (en masse) 

d'etain. 

Du fait de cette non miscibilite a J'etat solide des deux elements Al et Sn, et de la diffe­

rence de temperature de solidification de ces deux elements, l'etain a tendance a former 

un film continu au pourtour des grains primaires d'aluminium !ors du refroidissement 

lent d'un compose binaire ayant une proportion massique d'etain superieure a 10 %. 
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Or, pour obtenir une bonne tenue mecanique, une bonne ductilite ainsi que de bonnes 

proprietes de frottements, il y a lieu de briser cette tendance filmogene de l'etain par 

addition de nickel et de cuivre, mais en tres foibles quantiles. Ces composants modifient 

la taille des grains d'aluminium et agissent ainsi comrne des affineurs de grains. 

Pour J'application des modeles d'homogeneisation prealablement cites, il est avantageux 

de travailler a partir d'un materiau presentant des phases composees de metaux purs, 

non miscibles, et done sans risque de formation d'une phase tertiaire, mais pouvant pre­

senter une faible zone d'interdiffusion preservant Ja cohesion du materiau au cours des 

essais mecaniques. 

Le couple Al-Sn repond tres bien a ces exigences, et presente en outre l'avantage d'avoir 

un contraste important du comportement mecanique des deux materiaux. 

Les alliages d'aluminium etudies ici comportent 6 %, 20% et 40% d'etain en masse, et 

se trouvent respectivement commercialises en France sous les noms de Sical 6, Sical 20 

et Sical 40. Une analyse chimique a permis de determiner avec precision la composition 

massique de nos materiaux (Tableau 1.1). 

COMPOSA.1'\JT SICAL6 SICAL 20 SICAL40 

Aluminium 90,923 % 77,433 % 57,433 % 

Etain 6,51 % 20,00 % 40,00 % 

Cuivre 1,33 % 1,33 % 1,33 % 

Nickel 0,865 % 0,865 % 0,865 % 

Impuretes 0,372 % 0,372 % 0,372 % 

Tableau 1.1 : Composition massique des alliages aluminium-etain 

Pour le calcul des caracteristiques mecaniques mais aussi thermiques d'un milieu ho­

mogene equivalent a ces alliages, nous sommes obliges de negliger Ja part des impure­

tes et Ja composition volumique est done prise comme suit (Tableau l.2) : 

COMPOSA.1'\JT SICAL 6 SICAL 20 SICAL40 

Aluminium 96,71 % 90,72 % 82,15 % 

Etain 2,57 % 8,56% 17,13 % 

Cuivre 0,48 % 0,48 % 0,48 % 

Nickel 0,24 % 0,24% 0,24% 

Tableau 1.2 : Composition volumique des alliages aluminium-etain 
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1.4.2 Les caracteristiques des composants 

Les caracteristiques elastiques et thermiques a 293°K des divers constituants sont ainsi 

donnees dans le tableau 1.3 : 

COMPOS ANT Al Sn Cu recuit Ni recuit 

E (GPa) 72,0 12,79 12,0 21,0 

v 0,34 0,357 0,34 0,33 

K (GPa) 75,0 14,91 12,5 20,59 

µ (GPa) 26,87 4,7 1 4,478 7,895 

a (1°K) de 393 a 493°K 24,83.10·0 24,93.10"0 16,5.10·0 13,3.10"" 

A (W/m°K) 237.0 66,6 401 90,7 

p (kg/m3) 2707 7304 8954 8906 

Tableau 1.3 : Caracteristiques a 293°K des divers constituants 

Pour !'application des modeles prealablement definis, il est preferable de ne conserver 

que deux phases (l'une pour la matrice et l'autre pour !'inclusion). 

Vu les tres foibles teneurs en volume en cuivre et en nickel, et la bonne repartition quasi 

homogene de ces composants, on peut considerer une seule phase constituee de l'alu­

minium, du cuivre et du nickel, dont le pourcentage volumique serait respectivement de 

97,43 %, 91,44 % et 82,87 %. De plus l'adjonction de Nickel dans un all iage modifie 

considerablement les proprietes de l 'alliage, de sorte qu 'elle n 'obeit pas aux 

d' homogeneisation. 

C'est pourquoi nous prefererons utiliser les caracteristiques de l'alliage AU2G, trouvees 

aisement dans la litterature, et qui correspondent bien a celles de l'alliage considere. 

Les caracteristiques a 293°K, 343°K, 393°K, et 443°K de nos composants tels qu' elles 

sont retenues pour !'application aux modeles d ' homogeneisation sont done les suivants 

(Tableau 1.4, 1.5, 1.6, 1.7) : 
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COMPOS ANT AU2G Sn 

E (GPa) 71,3 1 12,79 

v 0,34 0,357 

K(GPa) 73,96 14,91 

µ (GPa) 26,62 4,71 

a (/°K) de 293 a 493°K 24,10.10"0 24,93.10"0 

A (W/m°K) 170,0 66,6 

Tableau l .4 : Caracteristiques des constituants a 293°K 

COMPOSANT AU2G Sn 

E (GPa) 67,67 10,07 

v 0,34 0,36 

K (GPa) 70,18 11,99 

µ (GPa) 25,26 3,70 

Tableau 1.5 : Caracteristiques des constituants a 343°K 

COMPOSANT AU2G Sn 

E (GPa) 63,06 6, 18 

v 0,34 0,38 

K (GPa) 65,40 8,58 

µ (GPa) 23,54 2,24 

Tableau 1.6 : Caracteristiques des constituants a 393°K 

COMPOS ANT AU2G Sn 

E (GPa) 57,79 1,78 

v 0,34 0,42 

K(GPa) 59,94 3,71 

µ (GPa) 21,57 0,63 

Tableau l.7: Caracterisciques des constituants a 443°K 
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Pour !'application du modele a quatre phases*, on retiendra la valeur de 0,96 pour V, ma.r' 

valeur correspondant a la teneur massique de 10 % en etain a partir de laquelle l' etain a 

tendance a former un reseau reticulaire auteur des grains d'aluminium. 

1.5 Caracterisations mecanique, thermomecanique et 

thermique 

1.5.1 Caracterisation mecanique 

Les essais mecaniques sont realises sur une machine de traction Schenck-Treble de 

104 N, munie de mors hydrauliques autoserrants, a l'interieur d'une enceinte thermique 

Euro therm 818. 

Deux types de mesure seront ici realises, dans le but d'evaluer le module d'Young a un 

l'aide d'un extensometre de type D.S.A. et de jauges resistives unidirectionnelles , ainsi 

que le coefficient de Poisson a !'aide de jauges resistives bidirectionnelles. 

Les eprouvettes utilisees sont de type rectangulaire, usinees directement dans un pain de 

nos alliages. Les caracteristiques geometriques sont les suivantes : 

- longueur totale : 150 mm ; 

- largeur : 20 mm ; 

- longueur de reference : 25 mm (pour l'uti lisation du DSA) ; 

- distance entre les machoires : 90 mm ; 

- epaisseur : 4 mm. 

Les jauges de deformations sont des "Vishay-Micromesures" de type "EA- l 3- l 25AD­

l 20" en unidirectionnelles, et de type "EA- l 3- l 25TM-l 20" en bidirectionnelles. 

Le systeme d'acquisition et de traitement des donnees est le pont de mesure "Systeme 

4000" de "Vishay-Micromesures". 

Les temperatures d'essais sont de 293, 343, 393, et 443°K. 

Module d ' Young: 

Au cours des essais effectues pour la mesure du module d'Young, a une vitesse de de­

formation de 5 rnrnlmin, on enregistre la contrainte a et la deformation e sur une serie 
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de 10 eprouvettes par nuance d'alliage et de gamme de temperature. L'appareillage est 

compose d'une machine de traction Schenk (RSA 100), de capacite maximale de 100 

k.N, d'un systeme d'acquisition et de depouillement des resultats totalement informatise. 

Cet appareil est equipe d'un extensometre de precision de type D.S.A. utilise en plus de 

l'indicateur d'allongement pour les mesures a foibles temperatures, et a l'aide de jauges 

resistives pour des temperatures plus elevees. Le systeme d'ancrage se compose d'un 

ensemble de mors hydrauliques a pression ajustable, fonction du type de materiau etu­

die. 

Le module d'elasticite a l'origine est ainsi calcule : 

( 1.69) 

avec: 

- F1 = charge en newtons, 

- L0 =longueur de reference de l'extensometre (= 25 mm), 

- A =coefficient d'amplification de l'extensometre, 

- S0 =section droite initiale (= 80 mm2 ), 

- 2 1 = allongement apparent mesure sur la courbe, en millimetres, pour la 

charge F 1• 

NOT A : l'etain est un metal presentant une plage elastique tres faible, ii faut done dimi­

nuer en consequence I' intervalle de me sure et d' enregistrement des forces et deforma­

tions pour releve r un comportement le plus lineaire possible. Cette remarque est 

d' autant plus vraie si l 'on travaille a des temperatures elevees. 

Coefficient de poisson : 

Les jauges resistives utilisees pour la mesure du coefficient de Poisson sont des rosettes 

bidirectionnelles a 90°. Les essais sont realises avec une vitesse de deformation toujours 

imposee a 5 mm/min, sur 4 eprouvettes par nuance d'alliage. Sur certaines d'entre elles 

ont ete montees deux rosettes, une sur chaque face de l'eprouvette, afin de verifier que 

l'on n'ait pas de phenomenes parasites tels que la flexion lors de l'essais en traction , ou 

meme lors du serrage des mors hydrauliques. 

Le type de montage realise est un pont de Wheatstone en quart de pont. La variation re­

lative de la resistance de chaque jauge de deformation est proportionnelle a la deforma­

tion relative dans la direction de grille de cette jauge. Apres corrections du facteur de 

jauge et de la deformation apparente en fonction de la temperature, l'appareil donne di-
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rectement les deformations a multiplier par le calibre choisi. C'est pourquoi il est neces­

saire de choisir des jauges qui non seulement permettent une utilisation a temperature 

elevee et des colles de fixation appropriees. 

Ace titre, les effets parasites d'origine thermique, tant des mesures du module d'Young 

que du coefficient de Poisson son t nombreux. Lorsqu 'une jauge est collee sur 

l' eprouvette, en l' absence de contraintes, elle sub it des effets propres ainsi que la dilata­

tion du metal, qui localement n'est pas creatrice de contrainte. En fonction de la tempe­

rature, la resistance varie suivant une courbe propre au type de jauge et au metal sur 

lequel cette jauge est collee. L'ideal est evidemment de disposer d'une jauge autocom­

pensee ayant une courbe pratiquement horizontale. Le but de l' autocompensation est 

d'eliminer autant que possible les effets thermiques des jauges, y compris la dilatation 

propre de l 'eprouvette etudiee. Une jauge ne pouvant etre compensee que pour une di­

latation donnee, les jauges autocompensees sont realisees par famille, fonction du coef­

ficient de dilatation. Pour nos essais, on utilise alors une jauge compensee pour des al­

liages d'aluminium. L'utilisation de ce type de jauges est d'autant plus necessaire lors­

qu' il existe une incertitude de mesure de temperature de l' eprouvette. 

Sur nos alliages Al-Sn, la conductibilite thermique est tres importante. On a par conse­

quent de fortes dissipation de chaleur entre l'eprouvette et les mors en ac ier, eux memes 

directement relies a la masse de l' apparei llage. II existe alors constamment un fort de­

calage de temperature entre celle mesuree sur l'echanti llon et celle de l' enceinte thermi­

que dont ii faut absolument se mefier. 

Il existe encore bien d' autres parametres pouvant influer sur les resultats. 11 faut no­

tamment citer les problemes lies a la geometrie des eprouvettes. 11 faut s' assurer, par 

exemple, d'un parfait parallelisme des faces entre elles, ceci pour eviter toute rotation 

de l 'eprouvette dans Jes mors de la machine de traction. 

De nombreux autres parametres encore pourraient etre cites influant directement sur les 

resultats tires d'essais de traction en temperature. Nous en avons simplement cite quel­

ques uns a I ' intention d 'utilisateurs futurs, tout en sachant que pour nous, 

l' apprentissage et la realisation de ces mesure a necessiter plus de six mois de travail. 

1.5.2 Caracterisation thermique 

Des eprouvettes d'alliages ont ete soumises a des tests de mesure des proprietes thermi­

ques. Ces essais ont ete realises au Thermo-physical Property Measurement Laboratory 
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faisant partie du meme groupe que Glacier-Vandervell. Nous avons preleve des echan­

tillons et fait realiser des mesures pour evaluer la diffusivite thermique {3, la chaleur 

specifique Cp, et la densite p en fonction de la temperature. On determine ensuite la 

conductibilite thermique ..l d'apres !'equation suivante: 

(l.70) 

Diffusivite thermique : 

La diffusivite thermique est determinee par une methode a illumination laser. On 

chauffe Ja face avant d'un echantillon circulaire par des excitations non focalisees et 

l' on mesure l 'elevation de temperature resultante sur la face arriere en fonction du 

temps. L' analyse du rapport temperature/temps permet de determiner la diffusivite 

thermique {3. En tenant compte des conditions adiabatiques : 

0, 1388/2 

{3=--
to.s 

( 1.71) 

ou f3 est Ja diffusivite thermique (cm~/s) ; I est l'epaisseur de l'echantillon (cm) ; r0.5 est 

le temps correspondant a une augmentation de 50 % de la temperature, mesuree a 
l'arriere de l'echantillon. 

L 'equipement utilise est un appareillage a illumination laser Netzsch 427 (LFA), qui 

permet d'operer entre Ja temperature ambiante et 1300°C, aussi bien dans le vide, dans 

J'air, ou en gaz inerte. Les echantillons ont ici ete testes entre Ja temperature ambiante et 

220°C environ. Ils ont ete chauffes et refroidis a une vitesse de l 0° C/min et Jes mesures 

ont ete relevees par intervalles de 50 °C, dans une atmosphere d'argon. 

Chaleur specifique 

La chaleur specifique est mesuree a I' aide d' un calorimetre differentiel a balayage 

Netzsch modele 404. On suit a temperature croissante !'evolution de la difference de 

deux energies, celle de l'echantillon a etudier et celle d'un etalon qui ne presente pas 

d'anomalie dans le domaine de temperature considere. Cette difference d'energie est due 

a une absorption ou un degagement de chaleur qu'impose le materiau etudie lorsqu'il 

subit un changement de structure quand on fait varier sa temperature. La chaleur speci­

fique est obtenue par la formule suivante : 
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C = C m std LlµV, 
p.~ p.srd AµV 

m( LJ srd 

(1.72) 

OU cf'.( est la chaleur specifique de l'echantillon ; cp.std est la chaleur specifique stan­

dard ; m( est la masse de I' echantillon ; LiµV, est le s ignal differentiel e ntre la ligne de 

base et la ligne de l'echantillon ; Llµ~,J est le signal differentiel entre la ligne de base et 

la ligne standard. 

La chaleur specifique est mesuree pour une temperature variant de la temperature am­

biante a 320°C environ, puis redescendue jusqu, a 135 °C. 

Dilatation thermique 

Afin d'obteni r une grande sensibilite, la dilatation de l'echantillon est rapportee a celle 

d ' un etalon qui possede une dilatation reguliere et re ve rsible, en tenant compte d'un 

facteur de correction eliminant I' influence du systeme experimental sur les mesures : 

( l. 73) 

ot1 L1L,, est l'allongement reel de l'echantillon ; Lll,,,( est l'allongement mesure de 

l'echantillon ; Lll, est l'allongement du materiau de reference selon Jes normes en vi­

gueur ; Lll
111

, est l 'allongement mesure du materiau de reference. 

La dilatation thermique lineaire est mesuree entre la temperature ambiante jusqu ' a une 

temperature de 200°C environ. Cette temperature est retenue pour eviter tout risque de 

contamination de la cellule de mesure du fa it de la foib le temperature de fusion de 

I' etain. 

De meme, la densite volumetrique en fonction de la temperature est obtenue a partir de 

la dilatation d 'apres la forrnule suivante : 

( l.74) 

ou p est la densite, fonct ion de la temperature (g/cm3
) ; p0 est la densite initiale (g/cm') ; 

L0 est la longueur initiale du materiau (mm) ; et Lest la longueur, dependante de la tem­

perature (mm). 
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1.5.3 Les previsions des modeles 

Nous rapporterons d'abord les predictions des modeles theoriques des modeles presen­

tes, puis nous les confronterons aux resultats experimentaux 

II est tentant de proposer une extension du modele et de Christensen et Lo ~l trois phases 

en s'inspirant des methodes des bornes. Celles-ci peuvent etre obtenues pour un mare­

riau biphase en disposant respectivement la phase dure en inclusion dans la phase ten­

dre (borne inferieure), ou la phase tendre en inclusion dans la phase dure (borne supe­

rieure), et ceci dans toute la gamme des fractions volumiques des deux phases. 11 faut ici 

comprendre phase dure ou tendre les phases presentant les modules et coefficients me­

caniques, thermomecaniques et thermiques les plus forts ou les plus fa ibles respective­

ment 

On envisagera done pour le modele a trois phases et pour toute concentration : 

- une borne infe rieure (!'inclusion dure est entouree d'une coquille tendre) ; 

- une borne superieure (l'inclusion tendre est entouree d'une coquille dure). 

Sans etre en etat de preciser le statut de bomes pour les estimations ainsi obtenues, nous 

nous attendons a ce que ces evaluations encadrent !'est imation autocoherente. De sur­

croit, nous pouvons prejuger que, dans le cas de nos materiaux biphases dont les princi­

pales caracteristiques morphologiques viennent d'etre formulees en te rmes d'i11cl11sio11-

ma1rice, les modeles superieurs soient plus adaptes au cas des fortes teneurs en alumi­

nium (phase dure) , et les modeles i11ferie11rs a celui des fortes teneurs en etain (phase 

tend re). 

Surles figures suivantes sont traces lesfuseaux previsionnels pour les modules d ' Young 

a differentes temperatures (fig. 1.11 , 1.12, 1.13, l.14 ), de dilatation thermique (fig. 

l.15), et de conductivite thermique (fig. l.16) de la concentration en etain. Ces valeurs 

sont calculees a partir des modules et coefficients issus d'essais experimentaux d'une 

part ou tires de la litterature d ' autre part, a !' aide des modeles suivants (A chaque mo­

dele est attribue les abreviations E pour I' elasticite, D pour la dilatation thermique et C 

pour la conductibilite thermique suivant qu' ils soient adaptes ou non a la determination 

des coefficients respectifs) : 

- schema autocoherent (situation de desordre parfait) (E , D, C) ; 

- encadrements variationnels de Hashin et Shtrickman (E , C), ou de Rosen et 

Hashin (D ); 
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- deux configurations du modele de Kerner, Christensen et Lo (modele superieur 

en pla9ant l'etain en inclusion et !'aluminium en matrice ; modele inferieur en 

pla9ant !'aluminium en inclusion et l'etain en matrice) (E, C) ; 

- modele a quatre phases* (on utilisera pour cela le modele propose par Larrard 

et Le Roy et done en pla9ant l'etain en inclusion et en matrice, et !'aluminium en 

interphase ; on prendra alors vr max = 0,96). Il ne nous est malheureusement pas 

possible de definir un second modele par inversion des phases car nous ne pou­

vons donner de valeur a une concentration maximale de !'aluminium en inclusion 

dans une matrice d'etain) (E, D , C). 
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Figure ( l .16) : Coefficient de conductibilite thermique en fonction de la teneur en etain 

du compose binaire Al-Sn a 293°K 

Les courbes obtenues avec Jes modeles de Hashin-Shtrikman-borne inferieure et Chris­

tensen-borne inferieure pour la determination du module d 'Young (Fig. 1.1 1 a 1.14) Se 

superposent et sont meme identiques pour la determination de la conductibilite thermi­

que (Fig. l . l 6). On retrouve la meme similitude avec les modeles superieurs correspon­

dants. 

Lebon comportement du modele a quatre phases* par rapport aux autres modeles est a 
signaler. Celui-ci se situe toujours a l'interieur des fuseaux pour le module de cisail­

lement. II tend a se rapprocher des homes superieures lorsque V, tend vers V, ma.•' et a 
con verger vers les bornes inferieures pour les fo ibles valeurs d' etain, soit pour les fortes 

valeurs en inc lusions d' aluminium. II faut souligner que ce modele n' est valable que 

lorsque la concentration en etain est superieure a 4%, ce qui correspond a une teneur en 

aluminium inferieure a v rmax•· 

Enfin la courbe du modele autocoherent se trouve bien a l'interieur des deux fuseaux, 

quel que soit le module, etant donne que ce modele correspond a une moyenne obtenue 

a partir des differentes configurations en prenant tour a tour chaque phase en inclusion. 

Cependant, cette courbe se rapproche des courbes des modeles superieurs et de celui a 
quatre phases* pour les faibles valeurs de concentrations en etain ; e lle vient meme tan­

genter les bornes superieures pour une concentration tendant vers zero. Inversement, a 
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forte concentration d'etain, la courbe du modele autocoherent se rapproche des courbes 

des bornes inferieures. Mais l'ecart entre le modele autocoherent et les modeles supe­

rieurs ou inferieurs reste appreciable a des concentrations intermediaires. 

Une vue, relativement simplifiee, mais assez naturelle des choses serait d'envisager qu'il 

existe trois domaines distincts d'homogeneisation : 

- aux faibles teneurs en etain, les modeles superieurs sont les plus pertinents de 

ceux que nous avons envisage ; 

- aux fortes teneurs en etain, ce sont les modeles i11ferie11rs qui sont les mieux 

adaptes; 

- dans le domaine intermediaire, si l'on considere une parfaite imbrication des 

phases l'une dans l'autre, on pourrait alors preferer le modele autocoherent, attache a 
une situation de desordre parfait, ou le modele a quatre phases*, dont l' evolution varie 

selon la valeur donnee a vrma.c•· 

Cependant, ii serait bon de proceder a des experiences complementaires pour garantir 

les conclusions precedentes. 

1.6 Confrontation des resultats experimentaux et theori­

ques 

Nous rapporterons ici les resultats experimentaux, puis nous les confronterons aux pre­

dictions des modeles classiques de comportement effectif ; nous nous efforcerons de 

proposer diverses extensions de modelisation visant a une meilleure prise en compte des 

caracteristiques morphologiques de nos biphases. 

1.6.1 Confrontations des resultats mecaniques 

Considerons maintenant, sur les figures ( 1.17), ( 1.18), ( l.19) et ( 1.20), la superposition 

des points experimentaux et des previsions des modeles mecaniques pour le module 

d'Young aux temperatures d'essais de 293, 343, 393 et 443°K. 11 apparait que les barres 

des erreurs de mesures, bien que representant de foibles incertitudes relatives, semblent 

grandes vis-a-vis des ecarts entre Jes previsions des differents modeles ; il faut done etre 

prudent quant aux interpretations. C'est pourquoi on ne degagera de cette confrontation 

de resultats que des tendances. 



60 Clzapitre 1. Caracterisation des materiaux antifriction 

75 -,------------------........ 

70 -Ill 
~ 65 

Cl 
§ 60 -
0 
> 
;, 55 -· 

45 -
, 

40 ................................ ____ ,.4 .................... --------·· I 
.. 

0 5 10 1 5 20 

% d'etain 

1--+- C-L inf 
· --C-L sup I 
--:S- autocoh. • 
- - H-S inf 

---H-S sup 
--e-4 ph.* 

- E exper.1 

Figure ( l.17) : Module d'Young en fonction de la teneur en etain ~1 293°K 

Resultats experimentaux et theoriques 
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Resultats experimentaux et theoriques 
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Resultats experimentaux et theoriques 
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Resultats experimentaux et theoriques 
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Les points experimentaux se situent toujours sur les homes inferieures aux basses tem­

peratures et se trouvent a l' interieur des faisceaux pour de fortes temperatures. Ces re­

sultats obtenus pour des basses temperatures confirment le fait que l'etain a tendance a 
se comporter essentiellement en matrice, et cela meme pour de tres faibles concentra­

tions. C'est done l'etain qui conditionne principalement le comportement mecanique 

des alliages alors que I' aluminium joue de nouveau un role preponderant lorsque l'on 

tend vers la temperature de fusion de l'etain. C'est ce qui justifie les fortes variations de 

modules vis a vis de ce qu'une simple Joi des melanges n' aurait pu mettre en evidence. 

Mais si l'approche du comportement elastique de nos materiaux semble satisfaisante, ii 

ne faut pas perdre de vue que Jes modeles utilises ne correspondent qu'a des morpho­

logies extremes du materiau, a savoir une phase prise en inclusion, totalement englobee 

a l'interieur de la seconde phase consideree comme matrice , ou alors une situation de 

desordre parfait des deux phases comme dans le cas du modele autocoherent. 

L'approche a quatre phases* devient interessante en ce sens qu'elle se positionne en 

situation intermediaire par rapport aux configurations extremes des autres modeles. 

Par ailleurs, les moyens de caracterisation morphologiques ne permettent pas de se faire 

une idee reelle de la geometrie de la structure, notamment en ce qui conceme la conti­

nuite des phases. Il serait done illusoire de vouloir positionner les structures reelles 

vis-a-vis des configurations de chacun des modeles en se basant uniquement sur cette 

caracterisation morphologique. Toutefois, le recours a des renseignements exterieurs, 

provenant pour l'essentiel du mode d'elaboration, peut faciliter !'interpretation de la ca­

racterisation morphologique. 

1.6.2 Confrontations des resultats thermomecaniques et thermiques 

Voici presentes a leur tour les confrontations des resultats theoriques et experimentaux 

obtenus en dilatation therrnique (fig. 1.21) et pour la conduction therrnique (fig. 1.22). 

Nous n' avons a presenter des resultats experimentaux que pour le seul Sical 6 : 
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Figure ( 1.2 1) : Coeff. de dilatation thermique en fonction de la teneur en etain, de 293 

493°K. Resultats experimentaux et theoriques 
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Figure ( l.22) : Coeff. de conductibilite en fonction de la teneur en etain a 293°K 

Resultats experimentaux et theoriques 
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Les approches ici obtenues ne sont sans doute pas les plus realistes car les valeurs ini­

tiales retenues pour les divers composants de nos alliages sont issues de Ja litterature et 

d'auteurs differents, ce qui nous permet de mettre en cause Ja « justesse » de ces va­

leurs, les modes et configurations des essais etant forcement differents. C'est pourquoi, 

a I' issue de ces considerations, ii est deli cat de tirer des conclusions sur ces approches 

quant a Ja prediction des coefficients thermiques et thermomecaniques. 

1. 7 Bilan et conclusion 

Les principaux resultats obtenus dans ce chapitre peuvent etre regroupes sous deux fa­

milles. A savoir Jes resultats obtenus : 

- en termes d'homogeneisation 

Nous avons realise au cours d'une premiere partie, une synthese qui, sans se pretendre 

exhaustive, presente le savoir-faire actuel en homogeneisation a l'aide d'approches de 

type « milieu effectif ». Les principaux resultats sont les suivants : 

- qu' il s'agisse des caracteristiques mecaniques, thermomecaniques ou thermi­

ques, Jes predictions des modeles d'encadrement des modules effectifs sont globale­

ment similaires, et ce quelques soient Jes teneurs respectives des phases constitutives de 

I' alliage considere ; 

- seuls le mode le autocoherent de Budiansky et notre modele original a quatre 

phases* permettent de tenir compte d'une repartition geometrique particuliere des pha­

ses au sein du materiau, a savoir une altemance des roles de matrice et d' inclusion, mais 

qui n ' est pas forcement la distribution reelle existante dans ce type d' alliage. De ce fait , 

l' utilisation de modeles ecrits pour des materiaux composites pour Ja caracterisation 

d' alliage de ce type ne do it done pas se faire sans precautions prealables ; 

- en termes de correlations calculs I mesures 

Pour le probleme de la caracterisation mecanique de ce type d'alliage, nous preconisons 

I' utilisation des modeles proposant un encadrement des modules effectifs car ils pre­

sentent deux variantes de resultats possibles, selon que I' on retienne telle ou telle confi­

guration matrice-inclusion. Le modele variationne l de Hashin-Shtrikman et les deux 
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configurations de l'approche autocoherente du modele a trois phases de Christensen-Lo 

sont de notre point de vue Jes mieux appropries. En effet, I' analyse des resultats a per­

mis de mettre en evidence deux tendances particulieres du comportement de l'alliage 

Al-Sn selon que l'on travaille a faible OU a haute temperature: 

-a froid, la ten dance filmogene de I' etain lui fait jouer essentiellement un role de 

matrice et ce role conditionne le comportement mecanique de l'alliage, bien que late­

neur de cette phase soit tres faible. Dans cette situation, ce sont alors les homes infe­

rieures des modeles de Hashin-Shtrikman et de Christensen-Lo qui approchent au 

mieux les caracteristiques des materiaux ; 

-a chaud, pour des temperatures superieures a la temperature d'huile au niveau 

pallier - bielle, !'aluminium assure seul le comportement mecanique de l'alliage. Le 

point de fusion excessivement fo ible de I' etain (232°C) rend ce materiau particuliere­

ment ductile a de hautes temperatures, ce qui a pour e ffet reduire fortement sa tenue 

mecanique. Dans ce cas I' aluminium joue alors un role de matrice, et les homes supe­

rieures des modeles precedents deviennent Jes plus pertinentes. 

En ce qui concerne les predictions de !'ensemble des modeles presentes pour la caracte­

risation des constances thermiques, elles restent eloignees des valeurs experimentales a 
notre disposition. Toutefois ii est difficile d' imputer ces mauvaises correlations aux 

seules predictions des modeles car nous n'avons pas dispose suffisamment de valeurs 

experimentales pour valider ou contre valider ces approches. 

NOT A : La Societe Glacier Vandervell pourrait obtenir un raffinement possible des 

caracterisationS mecaniques, thermomecaniqueS OU thermiques en realisant Une etude 

statistique par analyse d'images de l' heterogeneite moyenne a considerer dans ce mate­

riau biphasique. 

Recommandations 

La tendance de I' etain a modifier l 'elasticite de l' aJliage antifriction en fonction de son 

caractere filmogene constitue pour le fabricant un nouve l aspect du comportement de ce 

type d' alliages : 

- !ors de la mise en forme du coussinet, le fabricant pourra rendre le materiau 

antifriction plus conformable ou non, accroissant ainsi pour une deformation donnee les 

sollicitations dans le support acier ; 

- pour traiter les problemes d' arc-boutement d' arbres sur le coussinet. En effet, 

ceux-ci generent des pressions de contact importantes qui pourront etre reduites si le 

coussinet est plus elastique, et done plus conformable. 





Chapitre 2 

Etude du coussinet dans son berceau 

2.1 Introduction 

II s' agit ici de caracteriser le frottement d' un coussinet multicouche lorsque celui-ci est 

monte dans une coquille de contr6le de longueur developpee. L'utilisation de cette co­

quille est un moyen simple et sur de contr61er la longueur du coussinet (precede utilise en 

fabrication). Connexe au travail deja realise, ce theme d'etude fait intervenir la reponse 

elastique du coussinet avec en particulier celle de I' anti friction et le contact avec frotte­

ment, sujet nouveau pour nous. 

Peu d'articles traitent en realite de la mesure de la longueur developpee d'un coussinet 

dans son logement. Nous avons releve surtout les travaux de Matzelle [44] , qui 

s' interesse a la determination des deformations au sein du coussinet et qui presentent des 

techniques de mesures adaptees. II est a regretter cependant que, dans le cadre de ses tra­

vaux, il ne prenne pas en compte le probleme lie au frottement, en considerant pour ses 

analyses uniquement un contact parfaitement lisse entre le coussinet et son berceau. 

Pour notre part, nous nous interessons dans un premier temps au frottement inherent a ce 

type de probleme, cherchant a apprehender la valeur et I' influence du frottement. La mise 

en contact du coussinet et du logement cree une interface frottante de type Coulomb. Le 

test permettant de caracteriser au mieux le coefficient de friction de Coulomb consiste a 
realiser un montage par compression progressive du plan de joint du coussinet et de faire 
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des mesures regulieres de deplacements lors de sa charge, montage envisage pour notre 

etude avec I' aide de Glacier-Vandervell corn.me pre vu (Cf. figure 2.14 ). 

Les calculs de structure afferents, pour la simulation de l'operation de controle, sont reali­

ses a l'aide du code elements finis industriel Systus de Framasoft, a.insi qu'avec notre 

technique specifique au cas de !'interface de Tresca, cas particulier de celui de Coulomb. 

Le probleme etudie fa.isant intervenir un phenomene irreversible, le frottement, l'indepen­

dance du resultat par rapport au trajet de chargement n'est pas garantie ; de ce fa.it la sensi­

bilite a l'algorithme numerique utilise doit etre controlee rigoureusement, d'ou le double 

tra.itement par Systus et notre technique pour l'interface de Tresca, et passage ensuite au 

cas de Coulomb (et loi d'ecoulement non associee) avec Systus seul. 

2.2 Contact et frottement 

Le frottement est un phenomene essentiel des que l'on etudie des systemes mecaniques 

composes de plusieurs pieces en contact. L'impenetrabilite reciproque de ces pieces se 

traduit dans le calcul par des inegalites sur les pararnetres qui reperent a chaque instant 

l' etat du systeme ; une liaison unilaterale comprend l'impenetrabilite. Cette notion, plus 

delicate a manipuler que les liaisons classiques, perrnet d'aborder des problemes plus 

realistes ou on ne connrut pas a priori, meme par une analyse sornmaire, les zones de 

contact effectif a chaque instant. Meme dans des cas tres simples, la region de contact 

effectif peut ne pas etre a.isement identifiable. 

La loi de contact unilaterale fa.it intervenir la force normale de contact et la distance. Aux 

relations d'impenetrabilite (distance normale de contact d11 ~ 0) et de non adhesion 

(«force de contact » }v, positives ou nulles en compression), ii convient d'en ajouter une 

troisieme, A.11 d11 = 0, qui signifie que les deux variables ne peuvent pas etre simultane­

ment differentes de zero. Ce type de condition, dite de complementarite, est a l'origine de 

la non linearite du probleme mecanique. 

Qu'il soit combattu ou recherche, le frottement est un phenomene physique lie au contact. 

La notion de frottement sec de Coulomb ou de Tresca par la donnee d' un seul coefficient 

ne rend compte qu' imparfaitement de la complexite reelle d' un phenomene mal defini, 

dependant de facteurs plus ou moins mesurables (rugosite, temperature, debris 

d'usure ... ). Cependant elle permet de simuler correctement nombre de situations concre­

tes avec une information rninimale ma.is suffisante. 

Plusieurs etudes ont deja ete realisees dans ce domaine, qui utilisent differents algorithmes 

de resolution du probleme du contact avec ou sans frottement. On citera ici les travaux de 
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Cumier et Alart [ 45] qui utilisent une methode de penalite pour imposer les conditions de 

contact et d' adherence, de projection implicite pour integrer la loi de glissement, ainsi 

qu'une methode de Newton generalisee pour resoudre les non-linearites. Raous, Cha­

brand et Lebon [46] presentent aussi plusieurs methodes pour le contact teUes qu'une 

relaxation avec projection et une approche par prograrnmation lineaire adaptee, mais aussi 

une methode par point fixe sur conditions aux limites par penalisation. Plus proches de la 

modelisation que nous avons retenue, les travaux de Johnson et Quigley [47], de K.lar­

bring et al [48,49] concernant les contacts elastiques, mais aussi Zhu [50] pour le contact 

elastoplastique, ramenent l' evolution des deplacements et des forces de contact a un pro­

bleme de complementarite lineaire parametre. 

2.3 Contact unilateral 

2.3.1 Probleme de Signorini 

Deux corps sont en contact s'ils ont une frontiere commune. Tant qu'ils restent en con­

tact. les deux solides peuvent glisser tangentiellement le long de leur surface de contact et 

peuvent etre dissoc ies l'un de l'autre en exen;ant une simple poussee sur l'un des solides. 

ll 

Figure 2.1 : Corps elastique en contact avec un obstacle rigide. 

Soit un sol ide occupant le domaine Q de frontiere r suffisamment reguliere decomposee 

en rF u rD u re OU : 

- re est la zone initiale de contact du solide avec l'obstacle, 

- r0 est la zone de la frontiere r ou les deplacements sont imposes, 
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- rF est la zone ou sont appliques les efforts exterieurs. 

L'ecriture de la condition de non penetration d'un solide deformable en contact avec un 

obstacle rigide en termes de complementarite [51], est due a Signorini (1933). 

On decompose sur le bord re le deplacement du solide mobile ( l) et les forces de contact 

sur le meme solide de la part de (2) en composames normales et tangentielles : 

(2. 1) 

ou u,v et F,v sont des mesures algebriques suivant la direction de la normale exterieure 11 a 
re au point de contact, et "r et F.v sont des des mesures algebriques suivant la direction 

tangente a la surface de contact t. Les conditions de contact unilateral s'ecrivent alors : 

(2.2) 

Ces relations caracterisent bien le contact unilateral, a savoir : 

- On a bien non penetration du solide dans l'obscacle rigide (ll,v :::; 0) 
- La force normale exercee par !'obstacle (considere comme indefonnable) sur le 

solide mobile est une compression ( F.v < 0), 
- La relation de complementarite u,vF,v = 0 decrit bien les deux situations possi­

bles 

l. contact etabli (u.v = 0) , la force normale est active ( F.v :::; 0) , 

2. ctecollemenl (uv < 0). la force doit etre nu lie ( F.v = 0). 

Dans un cas plus general, on definit re comme la zone susceptible de venir en contact 

avec !'obstacle. Le contact pourra alors s'etendre a une zone plus (ou moins) grande que 

la surface de contact initiale. On remplace alors la condition 11,v :::; 0 par la condition 

u,v :::; d ou d represente la distance initiale du solide a !'obstacle. II n'y aura pas d'ambi­

gu'ite pour definir cette distance sous l'hypothese des petits deplacements. 
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2.3.2 Lois de frottement 

Le frottement de Tresca 

C'est une Joi de frottement a seuil fixe (donne) g. Elle porte ce nom par analogie avec le 

critere de Tresca en plasticite. Elle s'ecrit : 

l
lFrl $; g avec 

si IFrl < g alors 1iT = 0 

si IFrl = g alors 3A.;::: 0 tel que tir =-A.FT , ti.v = 0 

(2.3) 

D'un point de vue mecanique, le fait que la limite de glissement ne depende pas de la con­

trainte normale est limitatif. Toutefois, dans les cas ou cette contrainte normale est assez 

bien connue a priori, cette forme pourra etre utile. Ce sera par exemple le cas pour les 

problemes de remplissage de moule par injection sous pression a chaud ; la force normale 

sur la paroi est alors voisine de la pression d'injection et g pourra done etre choisi comme 

etant une fonc tion de cette pression d'injection. 

II faut noter qu'une loi de Tresca ne pourra pas etre simplement couplee avec un modele 

de contact unilateral car il faudrait imposer g = 0 sur la pru1ie decollee et cette derniere 

est l'une des inconnues du probleme unilateral. 

Le frottement de Coulomb 

C'est la plus ancienne et la plus connue des lois de frottement. Elle possede les deux in­

gredients de base : la notion de seuil et la seule dependance a la contrainte normale. Les 

premieres notions ont ete introduites par Amontons en 1699 [52] avant que Coulomb ne 

publie son fameux memoire en 1785 [53]. Cette loi s'ecrit : 

l
lFrl $; µIFNI avec 

si IFTI < µIFNI alors 1ir = 0 

si IFTI = µjF;vl alors 3 A.;::: 0 tel que 1iT =-A.Fr , ti.v = 0 

(2.4) 

C'est une loi non associee puisque l'ecoulement ne se fa it pas suivant la regle de normal i­

te, le glissement etant tangentiel. Cette propriete complique serieusement le modele. 
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Autres lois de frottement 

Il existe un grand nombre de variantes de la loi de Coulomb. On peut citer les lois a seuil 

de Coulomb modifie developpees en particulier pour des problemes d'emboutissage. Elles 

s'ecrivent sous la forme generale precedente (2.4) avec des choix particuliers pour la 

fonction seuil f : 

• Loi de Coulomb-Orowan [51] : c'est une loi de Coulomb ou l'effort tangentiel 

maximum est limite par la contrainte tangentielle d'ecoulement k du materiau : 

(2.5) 

• Loi de Shaw : U s'agit d'un modele qui fait appel aux aspects tribologiques du contact 

en tenant compte de !'evolution de la surface reelle de contact a l'echelle de quelques di­

zaines de microns. Le contact se fera d'abord sur les sommets des asperites et la surface 

reelle de contact va done evoluer en fonction de la charge normale. Le modele de Shaw 

permet de tenir compte de cette evolution en definissant le seuil de glissement de la ma­

niere suivante : 

I'R f = ak avec ex = re 
(2.6) 

OU rR est la surface nominale (effective) de contact. On calcule son evolution a !'aide 

d'un modele cinematique local des zones deformees au cours du chargement. 

2.3.3 Equations du probleme de contact avec frottement 

Sous J'hypothese des petites perturbations, le probleme mecanique (Pc) appele probleme 

de Signorini avec frottement de Coulomb, consiste a trouver le champ des deplacements u 

tel que les relations suivantes soient verifiees : 

• la Joi de comportement elastique et Jes equations d'equilibre Sur Q 
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• les conditions aux limites sur I'0 

£ .. = .!.(11 .. + u . . ) 
I) 2 t,j j,t 

a ;i = Kiiklekl 

(j ... = -<P. ,,,, 

{

II;= 0 sur rD, Vi 

(j ijll i = <P2 Sur I'F 

• les relations de contact unilateral et de frottement sur I'c 

a .. 11 . = F 
tj J I 

11,,. ~ 0 

FN ~ o 

llNF,V = Q 

IFrl ~ mlF.vl 
avec si IFrl < mjFNI alors !lr = 0 

si IFrl = mlF.vl alors 3A. ~ 0 tel que llr =-A.Fr 
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(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

ou <P1 est une densice volumique de force donnee duns Q , <1>2 est la densite surfacique de 

force donnee sur I'0. 

Forme variationnelle 

On se place sous des hypotheses de regularite suffisante pour les fonctions considerees. 

Nous introduisons le convexe C qui sera l'espace des deplacements admissibles, c'est-a­

dire compatibles avec les liaisons (conditions aux limites et conditions unilaterales) et tels 

que leurs differentes derivees soient definies : 

(2.10) 

avec U={v e [H1(n)flv=O sur r 0 } 
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On note ici v le vecteur ( v;) par souci de clarte. 

En posant pour alleger l 'ecriture u = (u;), la forme variationnelle du probleme (Pc) s'ecrit 

alors sous la forme d'une inequation variationnelle implicite : 

trouver 11 E C tel que a(u, v - 11) + 11 (u, v )- 11 (u,u) ~ L( v - 11 ), \iv E C 

avec a(u, v) = f n CiiJ:/c;;(u)c1.:i{v)dx, 

L(v) =Jn <P1vdV + Jrr <P2vdS, 

11 (11, v) = f re µIF;v(ll )I lvrldS 

ll, VE U 

VEU 
(2.11) 

ou vr est le projete du vecteur deplacement au point re sur le plan tangent. L'introduc­

tion de contact unilateral et du frottement transforme done le probleme classique d'equa­

tions variationnelles d'un probleme elastique : 

trouver u EU tel que a(u, v-u) = L(v-u) \iv EU (2.12) 

en inequations variationnelles. 

On remarquera !'apparition d'un terme non differentiable correspondant au travail de la 

force de frottement critique, puisque !'effort de frottement et le deplacement tangentiel 

sont colineaires et que, si le deplacement est non nu! , !'effort de contact est egal a 

µIFv(v)I. 

Association d'un probleme de minimum 

La formulation (2.11) sous forme d'inequations variationnelles du probleme de contact 

avec frottement ne permet pas d'associer directement un probleme de minimum au pro­

bleme (Pc) en raison du terme non differentiable. On definit alors un nouveau probleme, 

nomme probleme de point fixe sur le seuil de glissement. A chaque etape de ce point fixe, 

nous aurons a resoudre un probleme de frottement a seuil fixe (c'est-a-dire un probleme 

de Tresca). Ce probleme de Tresca a seuil de frottement g fixe mais sans decollement 

normal conduit alors a une inequation variationnelle (sans caractere implicite) et un prin­

cipe de minimum peut Jui etre associe. Pour ce probleme il s'agit de trouver le point fixe 

de !'application S : 
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(2.13) 

ou 118 est la solution du probleme suivant pour lequel g est donne : 

trouver u8 E C tel que: a(u8
, v - u8

) + j( v )- j(u8
) ~ L( v - u8 ) 

avec j(v)=J glvrlds 
re 

(2.14) 

Grace aux proprietes de la forme bilineaire a(u, v), le probleme precedent se ramene a une 

minimisation sous contrainte d'une fonctionnelle contenant une partie quadratique et une 

partie non differentiable. Le probleme (2.14) est equivalent au probleme suivant : u8 EC 

tel que: 

trouver us E C tel que: J(u8 ) $ J( v) Vv E C 

avec J(v)=_!_a(u ,v)+j(v)- L(v) 
2 

(2. 15) 

Ce probleme sera resolu directement avec un code approprie. 

2.4 Approche elastique-plastique du contact 

Notre etude pour le cas de Tresca. appliquee au comportement d'un coussinet semi­

circulaire dans un substratum rigide avec friction , est basee sur un travail realise au sein 

du laboratoire sur une modelisation du contact entre materiaux elastiques (Disdier, Loute 

et Pastor [54), et Disdier [55)), dans le but de predire !'evolution de la force de traction 

simple a exercer sur un materiau composite urudirectionnel charge dans le plan perpendi­

culaire a l 'axe des fibres. Nous en rappelons ici le principe: 

On considere un solide de volume Q forme de deux parties elastiques referencees 1 et 2 en 

contact le long d'une surface 1 1_2• Cette surface est definie comme la limite d ' une zone 

mince de maniere analogue a celle utilisee pour la definition des discontinuites de vitesse 

en analyse limite. Par suite les \·ariables mecaniques associees sont le vecteur contrainte 

sur la facette tangente a r,_2 et le vecteur discontinuite de deplacement correspondant 

[ v] = v2 - v1 du fait de la convention choisie des contraintes positives en traction. Le do-
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maine de Tresca tronque en traction (Fig. 2.2) des vecteurs contraintes admissibles sur 

une facette de contact et le principe de travail maximal de Hill definissent la loi de contact. 

La desolidarisation des deux massifs elastiques est alors possible des que l'extremite du 

vecteur contrainte atteint la frontiere du domaine D. puisque dans le cas present Ies deux 

materiaux adjacents au contact ont un comportement elastique lineaire. Du fait de ces hy­

potheses la discontinuite de deplacement sous la forme suivante : 

(2. 16) 

D 
T 

(Jll 

Figure 2.2 : Domaine D des contraintes admissibles avant decollement 

Dans Jes massifs elastiques. le champ de deplacement solution doit verifier les equations 

d'equilibre ainsi que la loi de comportement elastique lineaire en petites def01mations. 

Considerons dans un premier temps le cas purement elastique, sans zone de contact plas­

tique. En definissant [56] !'ensemble U,,J des deplacements admissibles, on montre clas­

siquement que la formulation variationnelle de ce probleme est equivalente [57) a la mini-

misation de la fonction energie potentielle de deformation /( v). Le champ de deplacement 

solution minimise I( v). d • ou finalement le probleme suivant : 
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trouver u E C tel que I( v) ~ I(u) 

l 
avec I(v) ='2a(v,v)-L(v) 

a(u,v)= Jnaiik1£kl(u)£ii(v)dx 

L(v) = f fv .dV + f Fv.dS n I I rt1 I I 

aiikl : composantes du tenseur de rigidite elastique 

f; et F; : densites de forces de volume et de surface 
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(2.17) 

Pour tenir compte de l 'existence de la zone de contact plastique entre les deux massifs 

elastiques, I' expression de l'energie potentielle elastique de deformation est augmentee de 

celle de l 'energie plastique W( A.). Celle-ci est l'integrale sur r 1_2 de la puissance dissipee 

un.itaire obtenue [58] en rn.inirn.isant C;A; sur !'ensemble des A; satisfaisant (2. 16). A ce 

stade, on postule que le champ de deplacement solution minimise, en respectant les con­

ditions(2.16) , la fonctionnelle « energie totale » 1( v, A) definie comme : 

(2. 18) 

La fo1mulation par la methode des elements finis de ce probleme est alors obtenue en utili­

sant des elements triangulaires a trois noeuds, a I' interieur desquels les deplacements va-

rient lineairement (Lagrange Pl), les noeuds situes sur la frontiere r entre les deux mas­

sifs elastiques etant dedoubles. 

Les vecteurs discontinuite de deplacement, definis dans le repere local tangent a la ligne de 

discontinuite, sont exprimes dans le repere global. On regroupe ensuite tous les multipli­

cateurs plastiques dans un meme vecteur 1\ et les matrices de changement de repere dans 

la matrice {3. La discretisation de la partie fonctionnelle J( v, A) relative aux massifs elasti­

ques s 'obtient en assemblant classiquement les matrices de raideur elementaires dans K et 

en introduisant le vecteur p des forces nodales. Quant a l'energie plastique, sa formulation 

matricielle est obtenue en assemblant dans le vecteur p ' Jes termes relatifs au calcul de 

l'energie dissipee le long de !'interface r 1_2• Finalement, en regroupant les egalites tradui­

sant les conditions d'adrn.issibilite plastique sur chaque segment d' interface et les condi­

tions aux lirn.ites, la forme discretisee devient le probleme quadratique suivant : 
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{

f3v+ EA= z 

• • • l , I 

rrumrruser '2 vKv-'pv+'p A 
(2.19) 

ou z est un vecteur constant. 

En introduisant le vecteur X, resultant de l 'association du vecteur des deplacements no­

daux et de celui des multiplicateurs plastiques affectes aux extremites de chaque segment 

de discontinuite, le probleme (2. 19) devient : 

{

A=Xb 

minimiser 
(2.20) 

ou la matrice de rigidite elastique globale K est completee avec autant de Iignes et de co­

lonnes nulles que necessaire ( K __, K"'). 

Le probleme du contact etant ainsi formule, il reste maintenant a resoudre le quadratique 

resultant. Deux solutions sont proposees. ll est possible de ramener le tout a un probleme 

de programmation lineaire complementaire (PLC) en utilisant l'algorithme de Wolfe (59], 

ou bien de resoudre directement le probleme sous sa forrne quadratique initiale. 

L'application de l'algorithme de P. Wolfe (59) necessite un changement de variables sur 

les composantes du vecteur deplacement, afin que toutes les composantes du vecteur X 

deviennent positives ou nulles. Le probleme (2.20) se resume alors au probleme suivant, 

ou les vecteurs Q et d resultent du changement de variable : 

{

AX'= d 

K X'+'AUs - V5 =-Q 

,;;X'=O, X'~O. vs ~O 
(2.21) 

L'algorithme de la programmation lineaire complementaire perrnet alors de resoudre le 

systeme. Il s'agit en fait d'un probleme d'optimisation lineaire avec une selection adequate 

des variables candidates a entrer en base pour respecter les conditions de complementarite 

de type 'VX = 0. 

II resson egalement des travaux presentes par Disdier, Loute, et Pastor (54 ], que la reso­

lution du probleme de contact peut s'effectuer directement en exploitant la fo1mulation 

quadratique (2.20), puisqu' ils ont demontre, en exarninant la structure de (2.21 ), 
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l'equivalence de ces deux fonnulations (quadratique et lineaire) grace a la relation de com­

plementarite. L'utilisation de logiciels specialement con~us pour la resolution de proble­

mes quadratiques s' avere al ors particulierement interessante pour notre probleme de cous­

sinet, apres un travail d'adaptation de ces programmes a notre etude. 

n faut noter que cette ecriture equivaut a passer de l'ecriture en vitesse a celle en incre­

ments sur le temps suffisamment petits pour rester en petites deformations. 

2.5 Methode de contact adherent avec penalisation 

La methode la plus simple pour modeliser les aspects « rigides » du contact et des lois 

d'adherence consiste sans doute a permettre une faible peneu·ation proportionnelle a la 

compression dans la direction normale a la surface de contact ainsi qu ' un glissement mi­

croscopique proporcionnel au cisaillement dans la direction tangentielle (Fig. 2.3). 

On decompose pour cela Jes distances et pressions de contact en composantes normales et 

tangentielles : 

{
d = dn11 +d/ 

p = p,,11 + p,t 
(2.22) 

La distance tangentielle de contact d, est alors partagee en une partie dite adhesive d,u 

(reversible), propo1tionnelle a Ja contrainte de cisaillement p, , et une partie glissante d,8 

(irreversible), controlee par une loi de frottement. La Joi de contact avec frottement resul­

tant de ce traitement (apres elimination de d,0 = d, - cl{) devient : 

p=O 

p = .!. ( d,,11 + ( d, - d,8 )r] 
e 

si d,, ~ 0 non contact 

si dn < 0 contact 

(a) 

(b) 

d,8 =al~'.I' a~O , Y(p)=lp,l+µp,, ~ o , aY=O (c) 

(2.23) 

ou .!. est le coefficient de penalite, pris tres grand en comparaison des rigidites des solides 
e 

en contact, pour conserver la penetration et le glissement infinitesimaux. a est un coeffi-
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cient multiplicateur introduit pour exprimer la colinearite de la vitesse de glissement avec 

la force de friction, et Y(p) est le critere de frottement. 

P11 p, 

d,, 

Figure 2.3 : Methode de penalisation 

Le traitement exact des lois « rigides » de contact necessite !' introduction d 'une vruiable 

supplementaire (multiplicateur de Lagrange) en plus des deplacements, ainsi qu'une equa­

tion supplementaire (condition de complementarite) en sus des equations d'equilibre. La 

methode de penalisation remplace la solution exacte en approximant ce11aines fonctions 

mais sans introduction de variables additionnelles. C' est ce type de methode qui est utili­

see avec le code de calcul industriel Systus+ utilise pour la suite du travail presente. 

2.6 Resolutions numeriques du probleme 

2.6.1 Introduction 

Le probleme de l'etude de la mesure de longueur developpee d'un coussinet consiste a 
analyser le comportement du coussinet lorsqu'on applique sur l'une de ses extremites un 

deplacement impose (l'autre extremite etant bloquee). Le montage, initialement prevu pour 

mesurer la piece, permet aussi d'en controler sa qualite en fonction de son comportement 

lorsqu'on « reHiche » ce deplacement impose sur l'une des extrernites du coussinet. 
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En parallele a l'etude du probleme a l'aide du logiciel Minos pour la resolution de la for­

mulation quadratique, nous avons utilise le code d'element finis SYSTUS+, pour appren­

tissage et test de ce dernier en contact, sachant qu'il nous servira egalement lors de la 

phase de formage du coussinet. Son utilisation pour des problemes non classiques tels 

que le contact et la friction justifie pleinement les precautions employees et la necessite de 

validations systematiques de tous Jes resultats, au moins dans une premiere etape. 11 est en 

effet connu que pour Jes problemes dissipatifs le type de l 'algorithme utilise peut co11-

duire, SClllS precautions specifiques, a des solutions erronees. 

2.6.2 MINOS 

Du fait de !'equivalence entre le probleme de prograrnrnation quadratique et le probleme de 

programmation lineaire avec condition de complementarite, nous pouvons resoudre le 

probleme mecanique du contact a partir de la formulation du probleme de programmation 

quadratique en utilisant un logiciel specialement corn;u pour la resolution de ce type de 

probleme. 

Minos [60] est un logiciel d'optimisation ecrit en Fortran, permettant de resoudre essen­

tiellement des problemes de programmation non lineaire ( dont les problemes de program­

mation quadratique). Son avantage par rapport a une methode telle que celle du simplexe 

pour tenir compte de la relation de complementarite, est de pouvoir resoudre directement 

le systeme pose sous forme non-lineaire, a savoir: 

minimiser F(x )+Tex+ T dy 

avec f(x) + A1y = b1 

A2x+ A3y = b2 

(2.24) 

(2.25) 

ou Jes vecteurs c, d, b" b 2, i, set les mau·ices A" A 2, A 3 sont des constantes. F(x) est 

une fonction reguliere de la variable x et f(x) est un vecteur de fonctions quadratiques 

regulieres. 

On definit alors les composantes du vecteur x comme etant les variables non lineaires et 

les composantes du vecteur y comme les variables lineaires. De far;on similaire, Jes equa­

tions (2.24) et (2.25) sonc denommees respectivement contraintes non lineaires et con­

traintes lineaires. 
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Ce logiciel utilise des algorithmes de base tels la methode du simplexe (Dantzig [61)), la 

methode quasi-Newton, l'algorithme de Wolfe OU une methode par Lagrangien augmente 

[62,63). 

2.6.3 SYSTUS+ 

SYSTUS+ est un code d'elements finis developpe par Framasoft-CSI, particulierement 

reconnu pour l'etude de problemes de non linearite materielle ou geometrique. SYSTUS+ 

permet de simuler, entre autres, les phenomenes de contact bidimensionnels avec grands 

deplacements : 

- entre un solide deformable et une ou plusieurs cibles rigides eventuellement mo­

biles ; 

- entre plusieurs corps deformables. 

Les cibles rigides sont decrites par l'intermediaire de segments de droites et d'arcs de cer­

cle. La formulation du contact s'appuie sur une methode de penalisation, les conditions de 

contact pouvant etre : 

- glissantes (frottement lisse) ; 

- collantes ; 

- collantes tangentiellement ; 

- frottantes. 

et les modelisations du fronement utilisees dans le cas de cette comparaison reposent sur 

l'un des deux modeles suivants: 

- modele de Coulomb : jjF,jj::;; µcl jF,,ll ou F,, et F, sont respectivement les forces 

normale et tangentielle au niveau de la zone de contact et µ est le coefficient de 

frottement, 

- modele de Tresca llF,ll ~ µr ~ ou a 0 represente la limite d'elasticite du 

materiau. 

La methode des elements finis , appliquee a la resolution des problemes non lineaires, 

conduit a resoudre, a chaque instant, une equation du type : 

'f'=F-<P=O (2.26) 
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ou If/ represente le vecteur des forces nodales residuelles, F le vecteur des forces exte­

rieures appliquees a la structure et <P celui des forces internes dues aux deplacements de 

la structure. 

Pour la resoudre, nous procedons a une discretisation a deux niveaux : 

- une discretisation dans le temps, le chargement etant monotone dans le cas pre­

sent; 

- et a un instant donne, une suite d'iterations pour minimiser les forces residuelles. 

Les charges appliquees a la structure sont supposees evoluer de maniere quasi-statique. 

La resolution de ce type de problemes non-lineaires est donnee plus en detail au chapi­

tre 3. 

2. 7 Simulation de la mise en compression du coussinet 

2.7.1 Presentation du probleme 

L'etude du contact entre le coussinet et son logement est effectuee a partir d'une modeli­

sation simplifiee du coussinet de bielle en l'assimilant a une piece de forme semi-circulaire 

de rayon interne 20 mm et de 21,5 mm pour le rayon externe. Il est suppose elascique 

avec un module d'Y oung de 65 G Pa, un coefficient de Poisson egal a 0,3 et une limite 

d'elasticite en traction de 130 Mpa. Ces valeurs sont choisies arbitrairement le temps de 

validation des approches de calcul retenues. Le logement est quant a Jui suppose infini­

ment rigide, ce qui est raisonnable. 

Compte tenu du rapport entre J'epaisseur du coussinet et sa longueur, les calculs seront 

effectues avec l'hypothese des deformations planes. Cette hypothese est justifiee car du 

fait du frottement, on peut considerer que le deplacement dans la direction z est empeche. 

Les conditions aux limites sont toutes de type deplacement, a savoir : le chargement utilise 

est un deplacement vertical impose de 0, l mm sur l'un des bords du coussinet (Fig. 2.4 ), 

l'autre etant fixe a deplacement vertical nu!. 
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STOP 

132 

68 

Figure 2.4 : Coussinet en compression dans son logement 

Le maillage elements finis utilise pour discretiser le coussinet est compose uniquement 

d'elements triangulaires de degre l. Ce maillage est bien entendu le meme aussi bien pour 

la resolution de ce probleme de contact par notre methode utilisant les algorithmes de re­

solution de Minos que par l'utilisation du code d'eJements finis industriel Systus+. Le 

logement du coussinet etant suppose parfaitement rigide, il n'est pas necessaire de le 

mailler, seules les conditions de contact unilateral seront considerees pour les noeuds 

constituant !'interface entre le coussinet et son logement. 

2.7.2 Cas du glissement pur 

Dans ce premier cas les valeurs des contraintes seuils sont toutes nulles ( c1 = c2 = cJ = 0), 

le domaine D des contraintes adrnissibles avant glissement est reduit a une derni-droite 

(Fig. 2.5) 
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Figure 2.5 : Contact lisse (glissement pur) 

85 

..._ er,, -

Les deux methodes utilisees pour J'etude de ce probleme de contact (Minos et Systus+) 

aboutissent rigoureusement au meme champ de deplacements solution, ce qui est normal 

du fait de l'unicite de la solution dans ce cas precis du glissement pur, et qui valide les 

deux approches. 

Par souci de concision, nous ne donnerons Jes valeurs du champ des deplacements sim­

plement que pour une dizaine de points significatifs portes sur la figure 2.4 precedente. 

Les resultats figurent sur le tableau 2.1. 

POINTS MINOS SYSTUS 

Ux (mm) Uy (mm) Ux (mm) Uy (mm) 

1 9.22E-04 0 9.22E-04 0 

4 0 0 0 0 

33 -l .550E-02 l.87E-02 - l .550E-02 l.87E-02 

36 -l.74E-02 l.92E-02 - l.74E-02 l.92E-02 

65 -4.83E-02 3.54E-03 -4.83E-02 3.54E-03 

68 -5.18E-02 2.54E-03 -5.18E-02 2.54E-03 

97 -5.47E-02 -4.78E-02 -5.47E-02 -4.78E-02 

JOO -5.77E-02 -5.23E-02 -5.77E-02 -5.23E-02 

129 -l.34E-02 - l .OOE-01 -l .34E-02 - l.OOE-01 

132 - l. l 7E-02 - l.OOE-01 -l.17E-02 - 1.00E-O 1 

Tableau 2. 1 : Deplacements obtenus sans fro ttement 
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Les sorties graphiques des contraintes de Von Mises et des pressions normales de contact 

sont representees sur la figure 2.6. Faute d'informations suffisantes sur le processus de 

calcul des contraintes de Mises utilise par Systus+, nous avons verifie la encore la validite 

des resultats en recalculant nous-memes ces contraintes au centre des mailles a partir des 

deplacements prealablement obtenus. La post-analyse des resultats montre aussi que les 

deformations sont inferieures a 5 .10·3 , ce qui justifie bien l' hypothese des petites defor­

mations prise au depart. 

CO~AINTES OE VON MISES 

PRESSION llORMAlE AU COllTACT 

MISE 

I • eal 
I • 9361 

I • 1ocs 
~ . 115 4 

u. 12$ 2 

D • 1310 

u. 1479 

J ' 15e 7 

l 1696 

1 160 C 

~ . '" 2 
I • 202 I 

I • 202 1 

• 77 41 
• 2075 

u. 71• 

a. 11 6 

c ISS 

t 13 4 

I • 215 

Figure 2.6: Contraintes de Von Mises et pressions de contact normales 

dans le cas sans frottement 



Section 2. 7. Simulatio11 de la mise en compression du coussinet 87 

2. 7 .3 Cas du frottement de Tresca 

La loi de frottement retenue ici correspond au critere de Tresca sans traction (Fig. 2.7) ou 

la valeur de la contrainte tangentielle (c2 et c3) seuil est evaluee a partir de la limite d'elasti­

cite a 0 du materiau constituant le coussinet : 

= 0 1 (Jo 
't'lim ' ,J3 (2.27) 

r,,, 

Figure 2.7 : Frottement de Tresca 

Le champ des deplacements obtenu par notre methode ou bien par !'utilisation du code 

d'elements finis Systus+ sont quasiment identiques pour les deplacements de valeur signi­

ficative (l' unicite n'est plus demontree, mais probable pour ce probleme). Tout comme 

dans le cas du glissement pur, nous avons resume les resultats obtenus par chacune des 

deux methodes pour quelques points caracteristiques (Tableau 2.2). 

Les sorties graphiques des isovaleurs des contraintes de Von Mises et des pressions nor­

males sont representees sur la figure 2.8. Comme pour le cas precedent, les isovaleurs de 

Mises sont fa encore verifiees. 
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POINTS MINOS SYSTUS 

Ux (mm) Uy (mm) Ux (mm) Uy (mm) 

l 2.73E-09 0 3.35E-09 0 

4 0 0 0 0 

33 -2.95E-04 5.30E-04 -3.02E-04 5.38E-04 

36 -2.24E-04 2.47E-04 -2.32E-04 2.56E-04 

65 -l.39E-02 l .60E-03 -l.39E-02 l.61E-03 

68 -l.46E-02 7.15E-04 - l .46E-02 7.15E-04 

97 -3.54E-02 -2.97E-02 -3.54E-02 -2.97E-02 

100 -3.63E-02 -3.29E-02 -3.63E-02 -3.29E-02 

129 -l.3 lE-02 - l.OOE-01 - l.31E-02 -1.00E-01 

132 -9.96E-03 - l.OOE-01 -9.94E-03 -l.OOE-01 

Tableau 2.2 : Deplacements obtenus avec frottement de Tresca 
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Figure 2.8 : Contraintes de Von Mises et pressions de contact normales 
dans le cas du frottement de Tresca 
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2.7.4 Cas du frottement de Coulomb 

La loi de frottement retenue ici repond a un critere de Coulomb (Fig. 2.9), avec µ = 0,2. 

Figure 2.9 : Frottement de Coulomb 

Seu! SYSTUS nous a permis d'etudier le coussinet avec un frottement de Coulomb. Les 

verifications positives effectuees lors des essais precedents nous permettent de retenir 

cette approche, etant entendu qu' un controle a posteriori sera effectue sur la zone de con­

tact. Par souci de clrute nous ne donnerons Jes deplacements que pour les memes points 

significatifs obtenus avec SYSTUS (Tableau 2.3). 

POINTS SYSTUS 

Ux (mm) Uy (mm) 

1 6.38E-04 0 

4 0 0 

33 -l.162E-02 l.41E-02 

36 -l .30E-02 l .44E-02 

65 -3.97E-02 3.05E-03 

68 -4.25E-02 2.09E-03 

97 -4.96E-02 -4.30E-02 

100 -5.2 l E-02 -4.72E-02 

129 - l .27E-02 - l .OOE-01 

132 - l .06E-02 - l .OOE-01 

Tableau 2.3 : Deplacements obtenus avec frottement de Coulomb 
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Les sorties graphiques des isovaleurs des contraintes de Mises et des pressions normales 

sont representees sur la figure 2.10. La post-analyse concernant Jes contraintes de Mises 

est de nouveau effectuee et valide bien nos resultats. 

COllTRAlllTES OE VON l.llSES 
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Figure 2.10 : Contraintes de Von Mises et pressions de contact normales 

dans le cas du frottement de Coulomb 

Si l'on examine la modelisation retenue dans Systus, elle est du type essais-erreurs, avec 

correction des ecarts a l'equilibre. Selon les valeurs des increments retenus, la solution 

pourra differer, particulierement si la taille des increments est mal accordee au probleme 

traite . 

En revanche, l'outil type quadratique que nous avons utilise conserve le caractere stati­

quement admissible (equilibres verifies) et plastiquement admissible (ici la Joi de frotte­

ment) rigoureusement, ce qui est un avantage indeniable en non lineaire. De ce fait 

!'extension de notre programme, au frotcement de Coulomb serait tout a fait souhaitable. 

Cette impression est confortee par le fait que l 'ensemble de nos calculs realise nous mon-



Section 2. 7. Sim11latio11 de la mise e11 compression du coussinet 91 

tre qu'il n'est pas toujours facile de faire converger l'approche retenue particulierement 

lors de la decharge pour obtenir la perte de longueur developpee du coussinet. 

2. 8 Approche experimentale du frottement 

2.8.1 Presentation de l'essai 

Des essais experimentaux ont ete mis en place afin d'approcher au mieux le type de frot­

tement apparaissant entre le coussinet et le berceau. On a pour cela utilise un berceau de 

controle con~u pour les mesures de longueur developpee du coussinet. Le coussinet est 

muni de sept jauges extensometriques reparties le long de sa surface inteme (Fig. 2.11 ). 

Figure 2. 11 : coussinet muni de jauges extensometriques 

La lecture des deformations a partir des jauges extensometriques est la encore realisee a 
l' aide d' un pont de Wheatstone monte en quart de pont. 

Le diametre exteme du coussinet est legerement plus petit que celui du berceau correspon­

dant, ceci pour assurer parfaitement la mise en place du coussinet dans l'axe de son ber­

ceau. L'un des plans de joint de la piece vient en butee contre un arret prevu a cet effet. 

L'ensemble est ensuite monte dans un systeme perrnettant d' imposer et de controler une 

charge sur le flanc oppose a celui bloque, ceci a l'aide d ' un bras de levier arnorti par un 

verin hydraulique (Fig. 2. 12). Situe parallelement au systeme de charge impose, un com­

parateur perrnet de controler le deplacement vertical correspondant. 

Ces calculs etant confrontes aux mesures experimentales, les veritables caracteristiques 

des materiaux sont utilisees, a savoir : E aciu = 194,9 GPa, a um aciu = 384 MPa, v.,. 
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ciu = 0,28, EA1s,, = 56,1 GPa, <5u111 Ats,, = 48,5 MPa, VAlsn = 0,34. Ces valeurs sont deter­

minees experimentalement avec les memes techniques de mesure que celles presentees 

dans le premier chapitre. On trouvera dans !'annexe C les courbes de traction de chacun 

des materiaux dicretisees pour le calcul par elements finjs, 

Figure 2.12 : appareillage de mesure de longueur developpee 



Section 2.8. Approche experimellfale du frottement 93 

2.8.2 Approche analytique type RDM 

A partir des resultats experimentaux on se propose de determiner la valeur du coefficient 

de frottement. Les hypotheses de travail sont celles de la RDM, et le frottement est du type 

Coulomb <l'l',81 = µla,I). En plus de ces hypotheses, plusieurs simplifications s'averent 

necessaires pour mener a bien cette approche : 

- le coussinet est suppose etre une coquille demi-cylindrique parfaite ; le rayon de 

courbure est alors constant et sa longueur developpee est egale a n R; + R, , avec 
2 

R; et R, sont Jes rayons interne et externe du coussinet ; 

- le rayon du berceau est identique au rayon exterieur du coussinet, et par conse­

quent, le contact est toujours suppose parfait, et le frottement mobilise partout du 

fait de I' identite des rayons. 

Les hypotheses retenues (RDM) stipulent que les contraintes radiales dans le coussinet 

sont negligeables devant Jes contraintes normales aux sections, et que Jes sections droites 

restent planes et droites. 

En fin le coussinet est considen~ ici conune etant un materiau bicouche, constitue d' un 

support acier et d'un revetement antifriction. 

Premiere equation 

Ecrivons l'equilibre des moments en 0 pour un tron9on du coussinet compris entre deux 

jauges (Fig. 2.13) : 

Figure 2. 13 : Tron9on compris entre deux j auges 
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Soient p, et p, les composantes radiale et tangentielle de la pression exercee au dos du 

coussinet en contact, CJ66 et -r0, sont les contraintes nonnales et tangentielles reparties le 

long des cotes du tron~on. 

Le moment en 0 resultant de 'fa- sur les faces transverses ainsi que le moment de p, sur Ja 

surface de contact sont nuls : 

(2.28) 

Durant la periode de charge, p, est negatif car le coussinet est toujours en compression, 

alors que p, est positif, et done p, = -µp, 

(2.29) 

avec OA = OC = R;, OB =OD= R{, et I est la largeur de l'eprouvette. 

En con servant I' hypothese selon laquelle Jes sections droites restent planes et droites, on 

peut alors montrer que £ 00 reste constante sur une section droite et prend pour valeur la 

deformation lue a partir des jauges (ce qui est bien-sGr une approximation), soit: 

avec a et E, l'epaisseur de la couche antifriction du coussinet et son module d'Young cor­

respondant, e I' epaisseur totale et E1 le module du support acier. 

En appelant K; la valeur de µ J;1

•

1 

p,de dans un tron~on i. K ; est directement proportion­

nel a la difference des deformations mesurees : 

(2.31) 

l [ ') 2 2 2] avec K = 
2

R 2 E
1
((R; +at - R;) + E2((R; + e) - (R; +a)) = cste 

e 
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Deuxieme equation 

Ecrivons maintenant l'equilibre des moments en M, point d'application de F 11 la force 

resultante de la flasque de butee sur le flanc du coussinet (Fig. 2.14) 

Figure 2. 14 : Representation schematique de I' essai 

F2, qui est impose, est connu alors que F1 est inconnu. Le moment de F1 en M est nul, et 

celui de F) est egal a : - ..., 

(2.32) 

Les moments des forces de contact normales et tangentielles sont calcules en 0 avant 

d 'etre ramenes en M. En 0 , le moment des forces de contact normales est nul , il reste 

alors : 

(2.33) 

On peut ensuite calculer le moment en M des forces de contact : 

(2.34) 

( 
p, sine- p, cose l 

avec I = I e . fl et ds = Re d8 
-p,cos -p,smu 



96 Chapitre 2. Etude du coussinet dans son berceau 

On peut maintenant ecrire le moment total en M : 

i
1r R 

1
1r 

= Re2L p
1
d8 - _c (Re + R;)L (p, cos(} + p, sin fJ)d{} 

0 2 0 (2.35) 

- F;(Re + R) = 0 

ce qui peut encore s'ecrire, en utilisant (2.32) : 

? " R [ " ro... " roi+I ] F2 -Re-4'K;-f(Rt+ R;) -µ~Jo; p,cos8d8 + 4'Jo, p, sin(}df) --
1 

(R, +R;)=0 (2.37) 
I I I 

On pose alors A, B, C et D tels que : 

A= - R 2
" K. ( ~ I 

j 

R " ro, ., B =µ -'(Rt + R;) ~ J, p, cos(}d(} 
2 i o, 

(2.38) 

R " ro,_, 
C = -µ - t (Re + R;) ~ J, p, sin (}d(} 

2 . 8, 
I 

F, 
D = - - - (R + R.) I ,. I 

et !'equation (2.37) peut se ramener sous la forme suivante: 

c 
(2.39) µ = - A +B + D 

On obtient ainsi une equation qui fournit une premiere evaluation du coefficient µ . 

Les valeurs Bet C dependent toutes deux de p, ; afin de resoudre cene derniere equation, 

une nouvelle hypothese doit e tre faite sur la distribution de p, a l'interieur d'un tronc;on. 

• p, est suppose constant par tron<;on 

L'equation 1 nous foumit a chaque tronc;on inter-jauges les valeurs moyennes 

< p, >=< - µp, >. On postule une repartition uniforme des variables egales a leurs va­

leurs moyennes entre les deux jauges. 
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Dans un trorn;on i , on peut ecrire: 

( ) 
1 10 •• , 

Pr. = Pr . = - p,de = co11sta11te 
I I Lle 0, 

(2.40) 

On injecte ensuite cette distribution de Pr dans l'equation d'equilibre des moments en M 

des efforts : on suppose a cet effet a, negligeable au droit des sections extremes, ce qui 

est raisonnable. Les valeurs B et C peuvent alors etre developpees : 

B = ~(R, + R; )L(K;(sin8;+i -sine;)) 
2Ll8 i 

(2.41) 

C = ~(R, + R;)l:(K;(cose;+i -cos8; )) 
2Ll8 i 

(2.42) 

A, B, C et D sent alors facilement calculables. 

• p, est suppose affine par tron~on 

p, est cette fois-ci affine et non plus seulement constante, et son expression, dans un tron­

s:on i. prend la fo1me suivante: 

Pr
(8) = p,.(8; +1) - Pr(B;) (8 - 8 ·) + .(8·) 

Ll8 I P1 I 
(2.43) 

De cette nouvelle equation on peut tirer l'egalite suivante : 

p,.(8;+1) + p,.(8;) 
= 

2 

K-l 
µLl8 

(2.44) 

Si dans ce probleme on a dispose (11 - l) jauges, ii en resulte /1 tron9ons, soit 11 inconnues 

Pr(8;). En considerant que l'on a continuite des pressions de contact entre deux trorn;ons 

on peut en deduire (11 - l ) equations. De plus, en 8 = lC, on peut raisonnablement ecrire 

que p,. (n) = 0 (entre autre au vu des calculs MEF) , ce qui permet de demarrer le pro­

cessus. 

De proche en proche, partant du bord OU p r est done neglige, on peut, connaissant les 

valeurs moyennes, determiner tous les Pr (8;) , et ainsi la distribution de p, cherchee le 

long du coussinet en ecrivant simplement : 
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Pr (8;) 
K-= 2 -' - p (fJ · I) µLlfJ r 1+ 

(2.45) 

Les valeurs B et C peuvent alors se deduire aisement : 

Pr (8;+1) - Pr(8;) . e - sin 
Ll8 

Le coussinet, avant et apres deformation, est done cylindrique et conserve le meme rayon. 

Ceci. ajoute a l'hypothese de Navier-Bemoulli a la base de la RDM (raisonnable ici), nous 

permet de montrer aisement que la deformation £0 , seule non nulle, est constante dans la 

section. On peut done raisonner en approche RDM (etendue eventuellement a la deforma­

tion plane) : la contrainte normale a0 est done connue dans chaque section au droit des 

jauges, puisque celle-ci nous donne precisement la deformation cherchee, sous les hypo­

theses precedentes. La aussi l'approche MEF confirme cette approximation tres peu apres 

la zone d' appui actif. 

2.8.3 Exploitation des resultats 

Remarquons que ces equations, pour etre exploitables, necessitent la connaissance des 

contraintes dans chacune des deux sections terminales du tron~on, d'ou le recours a une 

modelisation RDM, toujours dans le but d'obtenir une approche simplifiee a conforter a 
l'approche MEF et vice et versa. Le coussinet est done suppose cylindrique et a l'etat sen­

siblement neutre au depart de cet essai, ce que confume l'approche MEF des etapes pre­

cedentes de formage. 

Nous procedons ainsi par comparaison de resultats issus d'un calcul MEF simulant l'essai 

de compression du coussinet dans son berceau de controle aux valeurs experimentales. A 

partir du calcul MEF, tout comme pour les resultats experimentaux, les deformations cor-
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respondantes sont issues des deformations moyennes aux mailles co·incidant a l'endroit 

desjauges, soit a 8= 22,5, 45, 67,5, 90, 112,5, 135 et 162,5° (Fig. 2. 15). 

e = 0° 

e = 45° 

e = 67,5° e 
e = 90° 

e = 1so0 

= 135° 

11 2,5° 

Figure 2.15 : Positionnement des jauges et lieux des deformations 

Pour 8 = 0, e8 est obtenue par extrapolation lineaire des deux valeurs de deformation 

precedentes, et pour e = TC, e!) est prise egale au rapport %s' F etant Ja force resultante 

exercee sur le cote par appui du poin9on sur le coussinet, E le module d'Young moyen du 

coussinet, et S sa section. 

Validation MEF de l'approche analytique 

Tel qu'on J'a presente precedemment, on se sert de l'approche MEF dans un but de vali­

dation de J'approche analytique proposee. Pour mener ces calculs, on a choisit arbitraire­

ment Lill coefficient de frottement egal a 0 ,2, c'est done la valeur que l'on s ' attend a re­

trouver apres application des deformations aux equations analytiques proposees. 

Sur la figure 2.16 sont representees Jes deformations obtenues le long du coussinet pour 

differentes valeurs du chargement impose notees ici en MPa. Les valeurs des deforma­

tions relevees aux extrernites du coussinet sont celles issues de I' extrapolation lineaire 

prealablement citee. Toutefois, afin de respecter au mieux les conditions d'experimen­

tation, nous avons simule avant le demarrage de l'essai de compression Ja mise en place 

du coussinet dans son berceau en tenant compte de la veritable difference de diametre 

reelle entre le coussinet et le logement. 

C' est done a partir des resultats de ce premier calcul que la mise en compression du cous­

sinet peut etre simulee. L'etat de la piece est alors modifie, Ja geometrie n'est plus parfai­

tement cylindrique et les etats de contraintes et des deformations ne sont pas nuls. Par 

consequent, durant une premiere partie de Ja simulation, le contact du coussinet avec le 

berceau n'est assure qu'en deux points d'appui. On a vu en 2.7 que les contraintes et 
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done Jes deformations au sein du coussinet mis en compression variaient de fa9on mono­

tone le long du coussinet des que l' on s' eloigne du point d' imposition de la sollicitation. 11 

n 'en ait rien sur la figure 2.16, car le coussinet sub it en premier lieu un moment de 

flex ion. Lorsque que l' on atteint le contact parfait entre le coussinet et le berceau de con­

trole, on a plus qu'un effort de compression et les deformations varient alors lineairement 

tout du long du coussinet avec la charge imposee. 

Pour realiser une bonne comparaison avec les essais experimentaux, les deformations 

representees figure 2. 16 sont remises a zero avant le tassement du coussinet. 

200 . 

VJ 0 = 
.~ -200 -C'(I 

-400 s 
s.. 
0 c.,. -600 . 
'~ 
"O -800 .. 

I 

0 
s.. -1000 . 
(J ·-s -1200 . 

- 1400 

Position angulaire des j auges de 
deformation (degres) 

Figure 2.16 : Deformations le long du coussinet 

pour differentes valeurs de chargement imposees 

-11-38,52 
-A-92,61 
____!..~ 155,29 
-*- 187,06 
_._250,86 1 
-+-282,99 1 

Les deformations en tete du coussinet. soit pour e = 0, ne suivent pas !' allure generale 

des deformations dans le reste du coussinet. Cela s'explique par le mode de sollicitation 

impose. En effet, le tassement est regi par l' abaissement du poirn;on sur le plan de joint, 

bloquant ainsi toute rotation dans cette zone de la piece et empechant la discontinuite des 

deformations. 

Sonl portees maintenant dans le tableau 2.4 les valeurs du coefficient de frottement obte­

nues a l' aide des methodes analytiques, en considerant tour a tour une distribution cons­

tante de la pression no1male de contact sur chaque tron9on du coussinet, puis une distri­

bution affine. 
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µimpose µ = f(p,) µ =J(p,) 
Pr constant Pr affine 

0,2 0,176 0,182 

Tableau 2.4 : Coefficients de frottement impose et calcules 

On rappelle toutefois que !'application du modele pour la determination des coefficients de 

frottement n'est possible que lorsque le contact est atteint sur toute la longueur du coussi­

net. 

Les deux approches analytiques du coefficient de frottement fournissent un resultat avec 

moins de 10% d'erreur, ce qui est tout a fait satisfaisant compte tenu des nombreuses 

approximations que necessitent les simplifications du modele. En plus de ces erreurs in­

duites, il faut rappeler !'influence des hypotheses RDM negligeant la part des contraintes 

radiales devant les contraintes nonnales aux sections du coussinet. 

Ces considerations nous pennettent desormais !'utilisation directe de ces approches avec 

les resultats experimentaux. 

v erifications experimentales 

Les valeurs des defonnations et des forces imposees sont cette fois-ci directement issues 

des resultats experimentaux. Toutefois, afin de nous affranchir des problemes lies aux 

differences de diametre entre le coussinet et son berceau, nous choisissons de travailler 

non pas a pru1ir des deformations, mais plutot a pru1ir des increments de ces demieres 

correspondant aux increments de chru·ge imposes. La linearite de la loi elastique (modules 

d'Young constants) entra1ne que les equations precedentes sont aussi valables pour les 

increments de defonnation. 

Les difficultes rencontrees !ors de la mise en place des jauges a I' interieur du coussinet, 

dues entre autres au foible rayon de courbure impose aux jauges et au manque de place 

evident pour aligner sept jauges consecutives sur un coussinet de diametre egal a 52 mm 

environ, nous ont conduit a nous assurer de la validite des deformations lues du fait d'un 

eventuel mauvais collage ou meme d'un desaxement des jauges. Plusieurs possibilites de 

verification sont en fait disponibles. Durant toute cette approche, nous n' avons jamais 

utilise les deplacements en tete du coussinet pour1ant connus par le biais du comparateur. 

C'est pourquoi nous choisissons la confrontation des increments de deplacement mesures 

a ceux obtenus par interpolation lineaire des increments de deformations le long du cous­

sinet durant les periodes de charge puis de dechru·ge : 
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(2.47) 

avec R le rayon du coussinet. 

On retrouve cette comparaison des deplacements mesures et calcules sur la figure 2.17 : 

0,0 l -
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... 4> 
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'4> 
"O 
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- c.. -0,0 I T 
-0,015 - ------------

Charge (N) 

~L\ucalcule 

-a-L\u mesure 

Figure 2. 17 : Comparaison des increments de deplacements 

en fonction de la charge imposee 

Cette comparaison etant satisfaisante, nous pouvons affirmer que le comportement global 

des jauges est satisfaisant, et que nous pouvons sans problemes le reprendre pour la de­

termination du coefficient de frottement. 

Comme nous I' avons realise precedemment avec les deformations obtenues avec le calcul 

MEF. nous representons sur Ja figure 2.18 Jes deformations obtenues le long du coussinet 

pour differentes valeurs du chargement impose notees ici en MPa. 

Remarque : ii s'agit bien ici de deformations et 11011 d'i11creme11ts de deformatio11, avec 

w1e remise a zero de leur valeur apres la mise en place du coussinet da11s son berceau. 
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Figure 2.18 : Deformations le long du coussinet pour differentes valeurs de chargement 

On peut cette fois-ci, noter le bon comportement individuel des jauges de deformation par 

comparaison avec la figure 2.16. 

Cornme nous l' avons fait pour le tableau 2.4, nous portons dans le tableau 2.5 les valeurs 

du coefficient de frottement obtenues a l'aide des methodes analytiques, toujours en con­

siderant tour fl tour une distribution constante de la pression no1male de contact sur cha­

que tron9on du coussinet, puis une distribution affine. 

µ =f(p) µ =f(p,) 
p, constant p, affine 

0, 183 0,222 

Tableau 2.5 : Coefficients de frottement calcules 

Ces resultats sont du meme ordre que ceux trouves a partir des resultats MEF. Compte 

tenu d'une marge de 10% d'erreur telle qu'on l'a vu precedemment, il est raisonnable de 

retenir la valeur de 0,2 pour le coefficient de frottement. 

On peut desormais approcher numeriquement la pe11e de longueur developpee, due au 

frottement, du coussinet dans son berceau de controle lorsque celui-ci est mis en com­

pression puis relache pendant la procedure de mesure. Ceci nous permet de valider les 

hypotheses faites sur le frottement telles qu ' on les a definies plus haut. Sur la figure 2. l 9 

sont representes les deplacements calcules et mesures exprimes en micrometres en fonc­

tion de la force imposee, exprimee en Newtons. Pour des raisons liees a la procedure 

experimentale, le deplacement n'est mesure qu'a partir de !'application d'une force initiale 
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de l' ordre de 2000 N. On observe que le deplacement varie lineairement avec la charge, 

mais presente un comportement nettement different lors de la decharge. 
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Figure 2. 19 : Mesure de tassement du coussinet -

charge et decharge 

Cette hysteresis est due au retour progressif des points situes sur la surface de contact du 

fait des conditions de froltement. Elle correspond au temps necessaire aux pressions tan­

gentielles de contact situees en ces points pour changer de signe, et a etre suffisarnment 

elevees pour retrouver le seuil de glissement du critere de Coulomb oppose a celui suivi 

au cours de la charge (Cf. figure 2.9). 

Ces resultats paraissent tout a fait satisfaisants, mais rien ne nous permet d' affirmer que le 

frottement reel repond bien au critere de Coulomb, meme s' il reste le modele le plus cou­

rarnment utilise !ors de frottement metal-metal. De plus, certains travaux ont montres que 

le coefficient de frottement est non seulement fonction de la vitesse de glissement, mais 

aussi de Ja pression de contact exercee [64). Il pourrait done varier le long du coussinet, 

ainsi qu'avec Ja charge imposee. Notre approche analytique du frottement basee sur la 

seule connaissance des deformations sur la surface inteme du coussinet, si elle parrut sa­

tisfaisante, n'en est pas moins insuffisante. La meilleure fa~on de proceder serait sans nul 

doute Ja connaissance directe des pressions de contact au dos du coussinet. 
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I. Mesure des contraintes a l ' interface 

2.9.1 Principe 

L' idee de base repose sur une utilisation pertinente de capteurs piezoelectriques. Pour 

rappel, la piezoelectricite est le phenomene de polarisation induite par une deformation 

mecanique dans certains cristaux, cette polarisation etant proportionnelle a la deformation 

et changeant de signe avec elle. 

La matrice [ d] des coefficients piezoelectriques, traduit la proportionnalite entre la charge 

electrique et la contrainte a champ constant. 

Utiliser des mini-tubes en ceramique PZT judicieusement places nous permettrait d'avoir 

des informations sur ce qui se passe a I' interface localement, et ceci sans que la mesure ne 

perturbe trop le fonctionnement du dit interface. Les dimensions de ces tubes (longueur 

25.4mm, diametre exterieur l ,27mrn, interieur 1,2 1 nun) et Jes caracteristiques elastiques 

(module d'Young de 87 GPa environ) sont compatibles avec cet objectif. 

Chacun de ces tubes est metallise a I' interieur et a I' exterieur ; polarises de ce fait radiale­

menc. ils sont des capteurs sensibles par construction a la seule pression moyenne a 
laquelle ils sont soumis : ceci a ete soigneusement verifie avec Ansys (code de calcuJ a 
elements piezo), mais aussi avec un code du laboratoire lui autorisant la deformation plane 

generalisee. Associes a une matrice polymere, ces mini-tubes pe1mettraient enfin d 'avoir 

une mesure locale peu pe1turbance de la contrainte normale, contrainte dont on vient de 

voir !'importance. II suffit alors d" integrer le systeme tube piezoelectrique-matrice au ber­

ceau eel qu'i l est represente sur la figure 2.19. 
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Figure 2.19 : Mesure in-situ des contraintes normales 

Les tubes piezoelectriques etant polarises radialement, et soumis a une pression hydrosta­

tique, la polarisation est caracterisee simplement par un coefficient de charge hydrostati­

que note d,, . 

II est bien sGr possible d'associer ces mesures a celles issues des jauges de deformation , 

puis de COITe)er Jes resu)tats. 

2.9.2 Materiel d'essai 

Avec !'aide du Laboratoire de Genie Electrique et Ferroelectricite de l'INSA-Lyon et de 

Glacier Vandervell nous avons realise une cellule de test constituee d'un ensemble cylin­

dre-piston. Le mini-tube immerge dans une huile isolante peut ainsi etre soumis a une 

pression hydrostatique. La charge resultante, fonction de la pression imposee, est ensuite 

mesuree par l'intermediaire d'un amplificateur de charges (Fig. 2.20). 
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Cellule de test 

Tube piezo-electrique 

--- -- - Amplificateur de charges 

Huile isolante 
F 

Figure 2.20 : Etalonnage du tube piezoelectrique 

Nous avons done etalonne ces tubes pour imposer une contrainte garantie, et I' on retire 

une mesure du d11 , le coefficient de charge hydrostatique qu i caracterise la reponse electri­

que en fonction de la pression hydrostatique , representee sur la figure 2.2 1 : 
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Figure 2.21 : Mesure du coefficient de charge hydrostatique 

On note une parfaite constance de la valeur du d1i en fonction de la charge, et on peut 

alors en conclure une tres bonne linearite des charges electriques recueillies en fonction de 
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la pression. 

Une fois testes pour imposer une deformation garantie, et non une contrainte comme ci­

dessus, il nous reste a definir la matrice polymere destinee a les enrober dans leur loge­

ment de test, mais ces travaux depassent le cadre de cette etude. 

2.10 Conclusion 

Nous avons pu souligner dans ce chapitre l'interet que peut presenter une approche analy­

tique associee a des essais experimentaux adaptes, pour I' evaluation du coefficient de 

frottement. Ces essais presentent en outre l'avantage d'etre les plus proches possible des 

conditions reelles de fabrication des coussinets. Le travail et les resultats peuvent etre re­

sumes en fonction des etapes suivies : 

- Validation de l'outil de travail 

Nous avons realise au cours de ce chapitre une comparaison entre des resultats de calculs 

obtenus par un logiciel d'elements finis et un autre code developpe au laboratoire. Elle a 

pennis de valider les simulations de contact avec frottement entre le coussinet et son ber­

ceau de controle pour les deux logiciels. Cette premiere etape est essentielle, car elle nous 

assure la bonne fiabilite du logiciel industriel qui est l'un des outils majeurs pour la suite 

de cette etude. 

- Determination du coefficient de frottement 

Une fois la maitrise du logiciel prufaitement acquise pour de telles applications, nous 

avons utilise cet instrument de travail pour developper un nouveau modele analytique pour 

la determination du coefficient de frottement. La pertinence de cette approche est justifiee 

apres confrontation du coefficient solution du modele applique a des resultats de calculs 

MEF, et a des mesures experimentales. Cette demarche de travail a pennis la determina­

tion du vrai coefficient de frottement a I' interface du coussinet et du berceau e mploye, et 

par la suite de simuler correctement les mesures de longueur developpee. 
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- Analyse de rnesure de longueur developpee 

Les essais experimentaux de compression du coussinet, leurs simulations numenques 

ainsi que leurs modelisations analytiques effectuees en parallele permettent la revelation de 

deux etapes essentielles se succedant au cours de l 'operation de controle : 

- en debut de mise en charge de la tete du coussinet, le rayon de courbure de ce 

demier n'est pas constant sur toute la longueur. Ainsi le contact ne survient pas sur toute 

la surface du coussinet en vis a vis avec le berceau ; 

- dans un deuxieme temps, le contact est assure partout sur la surface. L'utilisation 

du modele analytique est possible dans cette situation. 

Les consequences de ces deux etapes lors de l' operation de controle portent tout particu­

lierement sur la distribution des deformations dans le coussinet. On s'attendait, en effet, a 
une repartition monotone des deformations sur la longueur de la piece alors que celle-ci 

donne un minima de deformation au centre du coussinet. La presence d'extremum pres 

des extremites du coussinet peut ainsi influer sur une plastification possible du coussinet 

dans ces zones. Les effets peuvent etre particulierement importants et meritent d'etre etu­

dies pour l 'optimisation de la rnise en forme. 

La simulation des mesures de longueurs developpees a perrnis la mise en evidence de 

!'hysteresis. due au frottement, apparaissant lors du relachement du coussinet apres que 

ce demier a ete prealablement mis en compression dans son logement. Une bonne con­

naissance du comportement en frottement du coussinet dans son logement s'avere neces­

saire pour rnieux etudier ses phases de fabrication durant lesquelles ii est soumis au meme 

type de contact avec des berceaux appeles coquilles de cambrage ou coquille de confor­

mation. Cet outil analytique presente non seulement une aide a Ja resolution de notre pro­

bleme, mais peut aussi etre utilise pour simuler le comportement d'un coussinet en ser­

vice, si toutefois les conditions de contact necessaires a !'application du modele sont re­

unies. 

- Bilan des correlations calculs I rnesures 

Les correlations calculs/mesures montrent que Jes approches presentees au cours de ce 

chapitre ainsi que les hypotheses de travail retenues s' averent suffisamment fines pour 

avoir Ja meilleure correspondance possible avec Jes essais experimentaux realises. Ainsi 

dans le cas d'un contact rugueux. le coefficient de frottement a ete estime a 0,2 
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- Recommandations 

Dans le cas ou le logement du coussinet et le coussinet sont partout en contact, les mode­

les analytiques peuvent etre utilises pour predire Jes contraintes normales sur une section 

du coussinet. 

L'utilisation des simulations de mesures peut pennettre de definir Ja limite d'elasticite en 

compression du materiau. 

- Nouveau capteur 

Une amelioration possible de ce travail et une application nouvelle est celle des capteurs 

piezoelectriques en cours de developpement pour une meilleure connaissance du type de 

fronement tout du long du coussinet, ainsi que pour le suivi de la fabrication et le controle 

des coussinets. Une application plus audacieuse encore, mais certainement digne 

d'interet, concerne les mesures in-situ dans le moteur, tels les paliers de ligne d'arbre des 

vilebrequins par exemple. 



Chapitre 3 

Mise en f orme elastoplastique du 

coussinet 

3 .1 Introduction 

L'etude de la mise en fo1me, cette fois en elastoplasticite avec frottement, du coussinet a 
partir de la plaque originelle est realisee avec Systus+, pour tenir compte des grands de­

placements et des grandes deformations, avec remaillage de la structure. 

On distingue deux etapes essentielles de la mise en forme d' un coussinet. Une bande 

d'acier revetue d'une couche d 'alliage d'alurninium antifriction subit d ' abord un 

« cambrage » (Fig. 3. 1 ), operation ai nsi appelee par les fabricants de coussinets con-es­

pondant a une mise en flexion, puis dans un deuxieme temps une etape de 

« conformation » (Fig. 3.2) donnant la fo1me finale a la piece, par tassement de la piece 

dans une matrice. Nous nous pla9ons comme plus haut dans le chapitre 2 en deformation 

plane. 
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coquille cambrage 

Figure 3. l : Phase de cambrage 

coquille conformation 

Figure 3.2 : Phase de conformation 

Les non-linearites induites lors de tels calculs sont de plusieurs natures. Les lois de com­

portement des materiaux sont non-lineaires parce qu'elastoplastiques (non linearite mate­

rielle). Elles sont aussi non-lineaires du fait des grandes deformations et des grands de­

placements (non linearite geometrique). Entin Ja structure est soumise a des conditions de 

contact unilateral avec ou sans frottement (non linearite mate1ielle et geometrique). Nous 

verrons dans une premiere partie de ce chapitre Ja methode de resolution de ces problemes 

non-lineaires adoptee. 

A la suite de cette presentation theorique, seront etudiees Jes differentes phases de com­

portement du coussinet pendant Jes etapes de fabrication subies. Avec la meme philoso­

phie de travail que celle adoptee au cours des chapitres precedents, nous chercherons a 
justifier Jes observations tin~es de ces calculs par elements finis a l'aide d' une demarche 

RDM simplificatrice mais convaincante. 
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Enfin Jes resultats obtenus seront confrontes aux observations experimentales realisees en 

cours et en fin de fabrication du coussinet afin de tirer Jes conclusions de cette etude. Ces 

verifications portent essentiellement sur des caracteristiques geometriques du coussinet 

prises aux etapes d'elaborations. 

3 .2 Presentation des methodes utilisees sous Systus+ 

3.2.1 Analyse statique non lineaire generalites 

Une analyse statique est non lineaire dans les cas suivants : 

La loi de comportement du materiau est non-lineaire 

elasticite non lineaire 

loi de comportement elastoplastique 

fluage ... 

La relation entre defonnations et deplacements n'est pas lineaire : cas des grandes 

deformations et des grands deplacements. 

La strucnire est sournise a des conditions de contact unilateraux avec ou sans frot-

tement. 

La resolution de tels problemes se fera par une methode incrementale et iterative dont nous 

presenterons Jes grandes lignes en 3.2.7. 

3.2.2 Elastoplasticite 

Hypotheses et principes 

L'experience montre qu'il existe dans l' espace des contraintes, un domaine convexe, ap­

pele domaine d'elasticite, tel que tout trajet de chargement interieur ace domaine ne pro­

duit que des deformations elastiques. Ce domaine est defini a partir d'une fonction a va-

leur scalaire F appelee fonction seuil ou critere de plasticite F( a;i) : 

(3. l ) 
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Si un etat de contrainte, suppose elastique, atteint la frontiere de domaine, alors des de­

formations plastiques se produisent de sorte que l 'etat de contrainte verifie : 

(3.2) 

L'equation ci-dessus definit la surface seuil dans l'espace des contraintes. 

La deformation totale est decomposee (hypothese de partition de la deformation totale) en: 

une deformation elastique, 

une deformation plastique. 

soit sous forme incrementale : 

(3.3) 

L'existence d'un potentiel plastique (principe du travail plastique maximal de Hill) conduit 

a formuler l'hypothese de normalite, OU loi aSSOCiee, e t done, a ecrire: 

pour la plasticite associee au critere F = 0. 

En ecrivant : 

le scalaire L1A. peut etre obtenu en resolvant !'equation de consistance : 

{ K,.,( e;, + de., - dA ::., ) ) = O 

Critere de Von Mises 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

Le critere de Von Mises particulierement adapte au comportement des materiaux metalli­

ques ductiles, s'ecrit : 
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(3.7) 

ou <J'eq est Ja contrainte equivalence de Von Mises et k est la contrainte lirnite ou lirnite 

d' elasticite. 

(3 .8) 

ou les <J'1, a2. <J'3 sont les contraintes principales. On definit aussi la contrainte moyenne : 

(3.9) 

La surface seuil de Von Mises est representee. dans l'espace des contraintes principales , 

par un cylindre ayant pour axe la trissectrice du repere, et pour rayon ,JY;k (Fig. 3.3). 

D Demaine d'elasticite 

Figure 3.3 : Critere de Von Mises 

O'cq 

k 

F<O 

a,11 

Le plan orthogonal a la trissectrice dans J 'espace des contraintes principales est appele le 

plan du deviateur. 

Les materiaux qui suivent le critere de Von Mises verifient: 

(3.10) 
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c'est-a-dire que la deformation plastique n'engendre pas de variation de volume. On a 

done: 

(3 .11) 

tp 

£ etant le deviateur du tenseur £p. 

C' est ce critere qui est retenu pour chacun des materiaux constituant le coussinet. La loi 

elastoplastique avec ecrouissage est precisee a I' aide d 'essais de traction simple sur 

eprouvettes decoupees dans ces materiaux, faute de machine biaxiale disponible. Les ma­

teriaux sont supposes isotropes et a l 'etat neutre ; en effet l' anisotropie induite par le mode 

d'elaboration des bandes d'acier utilisees reste faible, plusieurs essais de traction simple 

realises par Glacier-V andervell sur des ban des d' acier prelevees dans differences direc­

tions ont confirme que le caractere isotrope du comportement du materiau etait peu sensi­

ble al 'histoire des sollicitacions subies. De plus, des figures prises au :MEB par Glacier­

Vandervell du revetement antifriction montrent une bonne similitude de la repartition geo­

metrique des composants de l'alliage pour differences normales de sections. A cela, on 

peut ajouter qu'une recristallisation a 250-300°C permet d'eliminer Jes contraintes resi­

duelles de I' alliage Al-Sn. 

Ecrouissage 

Les materiaux qui obeissenc au critere de Von Mises verifient l'incompressibilite. En pra­

tique, en presence d ' une defo1mation plastique, le domaine d 'elasticite evolue. Ce phe­

nomene est appele ecrouissage du materiau. Le critere de plasticite depend alors d'autres 

variables intemes du materiau : 

(3. 12) 

On dispose dans Systus+ de deux types d'ecrouissage: 

- l'ecrouissage isotrope qui correspond a une dilatation homothetique du domaine 

d'elasticite (Fig. 3.4) 
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(J 

k 

Figure 3.4 : Ecrouissage isotrope 

La dilatation du domaine d'elasticite est gouvernee, dans le cas du critere de Von Mises, 

par la variable interne scalaire c~ qui correspond a la defo1mation plastique equivalente 

cumulee: 

(3.13) 

(3.14) 

- l'ecrouissage cinematique qui correspond a une translation du domaine 

d'elasticite dans l'espace des contraintes (Fig. 3.5): 
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Figure 3.5 : Ecrouissage cinematique 

Le deplacement du domaine d'elasticite dans l' espace des contraintes est represente par la 

variable interne tensorielle de composantes X ;i . 

Les modeles a ecrouissage cinematique pennettent de representer I' effet Baushinger 

(difference de comp01tement en u·action - compression) et sont, en consequence, recom­

mandes pour les applications cycliques. 

Plusieurs modeles d'ecrouissage cinematique sont disponibles , mais nous ne retiendrons 

dans cette etude que le modele d 'ecrouissage cinematique lineaire de Prager, qui s'ecrit 

ainsi: 

(3.15) 

Le scalaire c represente la pente d'ecrouissage. 

La di fficulte de determiner experimentalement le type d'ecrouissage de nos materiaux 

nous a conduit a ne retenir et a n' utiliser que le seul ecrouissage cinematique pour mener 
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nos calculs. Ce type d'ecrouissage est aussi couramment utilise pour l'etude de metaux 

tels que les aciers doux ou les alliages d' aluminium. En fin, la confrontation des resultats 

obtenus numeriquement a ceux obtenus sur des coussinets issus de la presse de rnise en 

forme montre que ce choix est raisonnable. 

Les courbes d'ecrouissage utilisees sont obtenues par essais de traction sur des eprouvet­

tes d' acier et d' alliage tels que ceux presentes au chapitre l. 

Numerisation de la plasticite 

Dans SYSTUS+ les equations de la plasticite sont discretisees en utilisant une methode 

dite « implicite ». 

Soit A le point representatif de l'etat des contraintes a !'instant t, dans l'espace des con­

trainces ou sur la courbe rationnelle de traction. Cet etat de contrainte peut etre de nature 

elastique OU plastiq ue. Nous devons calculer le nouvel etat de contraintes a l' instant 

t + L1t, represente par le poinr C. Pour cela nous procedons en deux etapes, representees 

figure 3.6: 
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Etat injtial elasti ue 

B 

a1+.1a a1+.1a 

a B;a1+Lld! 

E 

Figure 3.6 : Principe de la discretisation des equations de la plasticite 

On distingue done : 

- une etape de calcul elastique. Un calcul elastique prelirninaire perrnet d'obtenir 

une approximation de l 'etat de contraintes cherche (point B) : les contraintes obtenues 

satisfont I' equilibre de la structure a r + L1t , mais ne respectent pas le critere de plasticite. 

Le vecteur increment de deformation L1t: obtenu entre t et t + L1t est alors elastique. 

- une etape de correction elastoplastique. L'etat de contrainte precedent est corrige 

de fai;on a satisfaire le critere de plasticite, nous obtenons alors le point C. L'increment de 

deformation obtenu a l'etape precedente est alors reparti en une composante elastique L1e' 

et une composante plastique L1t:P. L' organigramrne de la met ho de est presentee sur la 

figure 3.7 ci-dessous: 
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( DEBUT) 

... 

I Etat de contraintes <Jij connu (pointA) I 

Calcul d'un increment elastique 

'1e;j ; '1a;/ = KL1e ij 

etat de contraintes au point B : aij + '1CJ;/ 

, ' 
Correction elastoplastique 
1) repartition de !'increment de deformation 
'1e .. = '1e .. e + '1e .. p 

I) I) I) 

2) correction des contraintes au point C : 

O'.·· + '10'.·· I) I) 

Point de Gauss suivant 

, , 
(FIN) 

12 1 

Figure 3.7 : Organigramme general de la methode de correction elastoplastique 

La methode implicite suppose Jes etats de contraintes A et B connus, elle conduit a former 

Jes equations utilisables pour accomplir l'etape de COlTection elastoplastique. Elle consiste 

a ecrire: 

- que le critere de plasticite est satisfait au point C : 

(3. 16) 

- que le vecteur increment de deformation plastique '1€ 1
' entre t et t + L1t est paral­

lele a la normale au point inconnu c : 
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L1A. ()F (a .. + L1a .. ) aa.. 1) I) 
1) 

(3. 17) 

On notera que le point C obtenu n'est pas statistiquement admissible, il sera necessaire 

d'avoir recours par la suite a un processus iteratif pour obtenir, apres convergence du 

processus, une solution qui soit a Ja fois plastiquement et cinematiquement admissible. La 

methode iterative est ici la methode de Newton-Raphson. 

3.2.3 Grands deplacements et grandes rotations 

SYSTUS+ propose deux formulations pour traiter les grands deplacements et grandes 

deformations des structures. 

La formulation Lagrangienne totale resout les equations d'equilibre dans la configuration 

initiale (non deformee) C0. Elle utilise Jes tenseurs des contraintes et des deformations 

definis dans cette configuration : 

- le deuxieme tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff dans C0, 

- le tenseur des deformations de Green-Lagrange dans C0 • 

Cette formulation est adaptee aux grands deplacements et grandes deformations elastiques 

ou hyperelastiques des structures. 

La formulation quasi-Eulerienne, ou Lagrangienne actualisee modifiee, resout les equa­

tions d'equilibre dans Ja configuration deformee actuelle C, +ilJ . Elle utilise: 

- le tenseur des contraintes de Cauchy, 

- le tenseur taux de deformations. 

Cette formulation necessite I' utilisation d'une derivee objective du tenseur des contraintes. 

SYSTUS+ utilise la derivee de Green-Naghdi qui, par rapport a la derivee de Jauman, 

ameliore le comportement en cisaillement (Cf. [65)). 

Cette formulation sera retenue, car elle est Ja mieux adaptee aux grands deplacements et 

grandes deformations elastiques OU eJastopJastiques des Structures. 

Formulation en Lagrangien actualise : Principes generaux et milieux conti­

n us 

Dans ce paragraphe sont presentes Jes principes generaux de Ja formulation en Lagrangien 

actualise utilisee en donnant !'expression de Ja Joi de comp01tement et en ecrivant Jes 

equations d'equilibre de la structure. 
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Loi de comportement 

La loi de comportement est de type hypoelastique. Elle relie le taux de variation des con­

traintes par rapport au temps au taux de variations des deformations. 

Le taux de variation des deformations est donne par le tenseur vitesse de defo1mation £11>. 

Celui-ci constitue la partie symetrique du tenseur gradient de vitesse l(1
> : 

avec L11
> = ( L~;>) 

:i -(1) 
= </II; 

ax~I) 
J 

·(1) = _!_ (<J1i}') + <J1iy> J 
£ij 2 <J.t ~'' ax~ I) 

J I 

(3.18) 

La derivee convective du tenseur des contraintes de Cauchy, notee a permet de mesurer 

le taux de variation des contraintes : 

(3.19) 

La loi de comportement s'ecrit sous la forme : 

a = Ke (3.20) 

K est la matrice d'elasticite. 

La discretisation des relations du comportement permet d 'ex primer la variation du tenseur 

des contraintes de Cauchy Lla entre deux instants t et t + Llt en fonction de Ja variation du 

tenseur des deformations Lle entre t et t + Llt ; ces variations sont definies par : 

Lla = a!1+il1J _ a!1> 

Lle = £(1+m1 - £11> dont les composantes s' ecrivent 

<JLlui J 
dX;(i+t.ll) 

Ou' A = (r + dl) _ /{ .(t) 
L,J/(j /(j I 

(3.21) 
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L'increment de contrainte Lla est defini par rapport a la configuration precedente C,. 

La discretisation des relations de comportement conduit a la relation : 

Lla = K Llt: + 2 G a <1
> (3.22) 

ou le produit 2 G a(i) provient des termes La et a TL qui interviennent dans 

!'expression de la derivee convective. 

On obtient ainsi le tenseur des contraintes de Cauchy defini a !'instant t + Llt dans la con­

figuration C1 : 

(3.23) 

pour obtenir son expression dans Ja configuration actuelle C ,+Jr nous appliquons la rela­

tion : 

a'<1 +a1> = _l_ F a (1+.d!) rp 
detF 

(3.24) 

ou a' est le tenseur de contraintes effectives de Cauchy, et Fest le tenseur gradient de Ja 

transformation OU tenseur jacobien de C, a Cr+Jr 

Les equations d'eguilibre 

La resolution des equations d'equilibre est basee sur Jes principes suivants : 

- connaissant Ja solution a l'inscant t (deplacements geometrie C1, contraintes .. . ) on 

recherche la solution a I' instant r + Llt (nouvelle geometrie, contraintes ... ), 

- on resout Jes equations d'equilibre a !' instant t + Llt ecrites dans la configuration 

inconnue cl+lll' 

En appliquant le principe des travaux virtuels dans la configuration C,+tll et en imposant un 

deplacement viltuel { c5U} nous obtenons : 

J 
TO£ 0'(1 +dr) dV 

y(••.l.' I 
(3.25) 

La discretisation de la structure en elements finis conduit a : 
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8u = N 8U (3.26) 

ou Nest la matrice d'interpolation, et 

(3 .27) 

On notera que la matrice B''+tii) reliant deformations et deplacements est exprimee dans la 

configuration cl+dt' 

En reportant les relations (3.26) et (3 .27) dans (3 .25) on obtient : 

Cette relation devant etre verifiee quel que soit le deplacement virtue! 8U, on en deduit les 

equations d'equilibre de la structure sous forme matricielle, a t+ Llt : 

p (1 + J1) = f T B \l+dt) O"(l+dl) dV - F 
v'•·.ll ) 1+ti1 

= 0 (3.29) 

p <i +JtJ est le vecteur desequilibre a !' instant t + Llt et : 

(3.30) 

est appele « vecteur contribution des forces exterieures ». 

Comme la geometrie a t + .:1t est fonction des deplacements inconnus u (i +tiiJ Jes equations 

(3.) constituent un systeme d'equations non lineaires. 

3.2.4 Contact avec frottement 

La formulation du contact est basee sur une methode de penal isation (Cf. 2.5). Les condi­

tions de contact peuvent etre glissantes ou frottantes. Les noeuds qui vont entrer en con-

tact sont supposes inconnus. La valeur du coefficient de penalisation _!_ est relative a une 
£ 

mesure de la rigidite locale au noeud : 
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{{ 

Figure 3.8 : Definition du coefficient de penalisation 

3.2.4 Resolution de systemes non lineaires 

Introduction 

Pour resoudre des systemes lineaires, differents algoritlunes existent sous SYSTUS+. 

Dans tousles cas la solution est obtenue a partir d'un schema iteratif et incremental. 

La satisfaction des equations d'equilibre demande de trouver une solution de I' equation : 

ou '¥ est le vecteur des forces nodales residuelles ; 

Fest le vecteur des forces exterieures appliquees a la structure ; 

<P est le vecteur des forces internes induites par la deformation de la structure. 

Pour resoudre ce probleme, une procedure incrementale et iterative est utilisee : 

- increments dans le temps (il s'agit d'un temps fictif ou d'un facteur de charge 

permettant de decrire le chargement) ; 

-a un instant donne, iterations pour minimiser les forces residuelles. 

Les increments dans le temps permettent de faire progresser Jes charges appliquees a la 

structure. 
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Nous ferons l' hypothese que Jes forces exterieures ne dependent pas des deplacements. 

Pour resoudre un probleme non lineaire on doit : 

- choisir une methode de resolution d' equations non lineaires 

- choisir un seuil de tolerance a verifier sur les equations d'equilibre 

- choisir une longueur d'increment. 

Les methodes de resolution de systemes non lineaires implantees sous SYSTUS+ sont : 

- methode de Newton-Raphson 

- methode de Newton modifiee 

- methode quasi-Newton 

- methode a arc constant. 

La methode de Newton-Raphson est la seule qui nous permene ici de traiter la non linea­

rite due au contact surfacique. 

methode de Newton-Raphson 

Considerons une approximation a I' iteration i de la solution a t + Llt : U((:~ 411 a laquelle 

correspond le vecteur de desequilibre lf(~;l 11,r Pour ameliorer la solution a i + l nous ecri­

vons: 'f(~;L.11) = 0 

et en appliquant a lf'un developpement en serie de Taylor limite a l'ordre l nous avons: 

(3.3 l ) 

soit 

ou Kr est la matrice « tangente » de raideur, puis on reactualise Jes deplacements par : 

L'algorithme general de calcul est le suivant: 

a) Determination d'un etat injtial : u <0> = u <0>u + Llt) = u <0>(t) 

b) Calcul de I' increment de deplacement : Kr Lluu> = -lf'UJ 

c) Determination du demier etat: u <;+n = u<iJ + L1Uu> 

d) Retour a l'etape b) si Jes forces residuelles lf'<i+ t>sont encore superieures au seuil 

de precision souhaite. 
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L'algorithme general de resolution est decrit sur la figure suivante : 

DEBUT 

Initi alisation 
t =to U = Uo 

Progress ion dans le temps 
.....--------- t=t+.1t i=O 

oui 

Triangulation 
K' = K-1 

Forces res idue lles 

'l' =F-<l> 

ll ~e ou il 

non 

~ oui 
~ 

n 

Increme ntation 
.1U = K'. tp U=U+.1U 

'----------~ 

Calcu I des efforts 
(] 

lmpres sion et stockage 
U, R, a 

FIN 

Figure 3.9 : Algorithme de resolution de problemes statiques non lineaires 
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La triangulation de la matrice Kr a lieu au debut de chaque increment. 

Le processus iteratif est poursuivi jusqu'a ce qu'un critere de convergence soit verifie, 

c'est-a-dire lorsque le residu est inferieur a la precision demandee. 

ljX.0} 

Figure 3.10: Methode de Newton-Raphson 

3.3 Modelisation du cambrage 

3.3.1 Etude MEF en grandes deformations 

On le rappelle, l'etape de cambrage (Fig. 3.1), servant a donner une forme intermediaire 

au coussinet pendant sa phase d'elaboration, consiste a soumettre a temperature ambiante 

le coussinet bi-appuye sur un berceau derni-cylindrique a l'action d'un poin9on de forme 

complementaire. Les caracteristiques geometriques du poin9on et de la coquille servant au 

cambrage, ainsi que celles de la piece initiale sont repertoriees dans le tableau 3.1 : 
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</> poiw;on de cambrage 47,94 mm 

</> coquille de cambrage 52,25 mm 

Longueur developpee du coussinet 8l,90mm 

epaisseur acier 1,64 mm 

epaisseur Al-Sn 0,43 mm 

Tableau 3. 1 : donnees geometriques pour le cambrage 

Sur les figures suivantes sont representees quelques deformees caracteristiques du cam­

brage du coussinet et les isovaleurs des contraintes equivalentes de Von Mises correspon­

dantes. A titre d ' information, il est utile de signaler que ce type de calcul incremental a 

necessite de treme a q11ara11te mi/le pas de ea/cul. On s'est particulierement attache a suivre 

l 'evolution du contact entre le coussinet et le poincron ainsi que le contact entre le dos du 

coussinet et le berceau. 

Durant la majeure partie du cambrage, le coussinet n'epouse pas completement la forme 

du poincron, et se contente simplement d'acquerir une geometrie rapprochee de celle du 

poin9on. On verra sur les figures suivantes que !'operation de cambrage, tres proche fi­

nalement d'un cintrage d' une bande metallique, se resume principalement a une flexion a 
quatre appuis, ceux-ci pouvant evoluer le long du coussinet au cours du formage. Ces 

appuis sont symbolises sur les figures par les points situes sur les rebords superieurs et 

inferieurs du coussinet. Pour des raisons de symetrie, les calculs ne sont realises que sur 

une demi-piece, et seule la moitie des points d'appuis apparaissent alors. 

Le coussinet etant en flexfon quatre points, presentant par consequent une deformee de 

type cubique, il apparait que le frottement est de faible importance pour les points de con­

tact entre le coussinet et le poincron, du fait que l'on peut supposer que l'energie dissipee 

par frottement est foible compte tenu de la taille des surfaces concernees et de la plasticite 

du materiau. C'est pourquoi pour alleger ces calculs, deja fo1tement « alourdis » par les 

nombreuses non-linearites presentes, on imposera uniquement un contact glissant sans 

frottement. 

L'evolution de la geometrie du coussinet, ainsi que celle des contraintes, depend bien 

evidemment des lieux d'application des points d 'appui. Nous allons done discretiser 

l'etape de cambrage selon la progression des points de contact. De fa9on generale, le 

coussinet a tendance a « s 'enrouler » autour du poincron. Ainsi , les noeuds ne glissent 

pas sur le poin9on mais !'evolution du contact a lieu par decollement d'un noeud juste 
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apres la prise de contact du noeud situe juste a cote. Les noeuds jouent alors un role de 

« rotule ». 

Le contact entre le coussinet et le berceau est quant a Jui plus complexe, et l 'on peut dis­

tinguer plusieurs etapes : 

- Du debut du cambrage jusqu'au temps approximatif de 0,5', soit a 50% de la 

descente totale du poin9on, le meme noeud du coussinet glisse sur le rebord superieur 

arrondi du berceau (Fig. 3.11). La distance entre le point d'appui du berceau sur le cous­

sinet et l'extremite du coussinet, que l'on appellera dans la suite L, reste constante; 

OEPLACENENT POINCON = -14.450mm 

Figure 3. 11 : Contraintes de Yon Mises et points d'appui 

a 40% de la descente totale du poin9on 

ISOVALEURS 
contra.i'lte eQlivalenle \/On Msei 
Temps 0.400014 

I M'tt • 3.93855e-05 
lo\ax • 557 .878 

I =~6.6667 
=i 133.333 

, 200 

.::I 266.667 ! ~~t::I 333.333 
400 
466.667 
533.333 

-; EOO -

- Entre les periodes 0,5 et 0,55, le coussinet glisse toujours sur le rebord du ber­

ceau mais on a cette fois-ci deplacement des points de contact par glissement, aussi bien 

sur le coussinet que sur le berceau (Fig. 3.12). Cela se traduit par une legere diminution 

de la distance L ; 

· Le temps est ici un parametre permettant seulement de faire progresser les charges appliquces a la struc­
ture de maniere statique. Les notions de vitesse et d'acceleration n'interviennent pas. 
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OEPLACEMENT PO INCON = - I 9.669mm 

Figure 3 .12 : Contraintes de Von Mises et points d' appui 

a 55% de la descente tot.ale du poini;on 

ISOVALEURS 
conltV!te equMlente Von Mu: 
Temps 0 .549$80 

t1V1 . 0.000230189 
Max "557.899 

- 0 

- 66.6667 = 133.333 =1 200 
12:! 266.667 
CID 333.333 
-~. 400 

466.667 
533.333 ,:soo 

- Ent.re les periodes 0,55 et 0,6, le contact est du meme type que celui observe 

entre le coussinet et le poini;on. Les changements des noeuds du coussinet en contact se 

font par decollement de l'un simultanement a la prise de contact du noeud voisin. Le 

coussinet « roule » alors autour du berceau (Fig. 3.13). La distance l reprend sa valeur 

initiale: 
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DEPLACEMENT POINCON = -2 l.675mm 

Figure 3. 13 : Contraintes de Von Mises et points d'appui 

a 60% de la descente totale du poin~on 
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ISOVALEURS 
conlrU'lle eqt.1iv<lenle Von h1'~ 

I T~OSS9928 

Mn• 0.000301049 
Max • 561 .332 

-0 
-66.6067 
= 133.333 
= 200 
CCI 266.667 = 333.333 

I 400 

466.667 
533.333 

= soo ,-

- Apres le temps 0,6, et jusqu ' au temps de 0,8, on retrouve la meme evolution du 

contact que dans la seconde periode. Le point de contact sur le berceau suit alors par glis­

sement les noeuds du coussinet (Fig. 3.14), jusqu'a obtention pour L de sa valeur mini­

male L = 0. 
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OEPLACENENT POINCON = -27.094mm 

Figure 3.14: Contraintes de Von Mises et points d'appui 

a 75% de la descente totale du poirn;on 

ISOVALEURS 
conlrainte equiv~enle Von li'l~e.i 
Te~ 0 .749774 

Min• 0 . t 57309 
Max • 556.798 

-0 
, -66.6667 
I c:::1 133333 

I 
w:l:I 200 

~ 266.667 

I 
333 . . 333 

.;;! 400 

-~ 466.667 
I 533.333 
I aRI 600 [ ______ _ 

L'evolution de ces points d'appui influe directement sur la fleche observee au milieu du 

coussinet. On peut ainsi retracer les differentes etapes sur la courbe traduisant !'evolution 

au cours du cambrage de la difference entre coussinet et poini;on des deplacements verti­

caux respectifs (Fig. 3.15). Nous rnppelons que le temps est ici une variable proportion­

nelle au deplacement du poin9on. ll atteint la valeur de l lorsque la descente du poirn;on 

est maximale. Ce demier est en phase de remontee lorsque le temps est superieur a l. 
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Figure 3. 15: Evolution de l'ecarcement coussinec/poin9on 

au centre du coussinet 
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Le coussinet etant en flexion quatre points jusqu' a t = 0,8, il est normal d 'observer un 

champ de contraintes constant entre les points d'appui du poin9on sur le coussinet. La 

zone soumise a ce champ de contraintes evolue en fonction du deplacement des points de 

contact. Toutefois cette evolution n'entraine pas de modifications des valeurs du champ de 

contrainte. En effet, le coussinet etam plastifie des le debut du cambrage, le champ de 

contraintes est alors borne par le seuil d'ecoulement plastique de chacune des deux cou­

ches du coussinet. 

- A parcir de t = 0,8, le coussinet vient toucher le fond du berceau et du meme 

coup I' ecartement entre poin9on et coussinet diminue. Le coussinet n 'est plus al ors en 

flexion quatre points mais chaque moitie du coussinet se comporte comme une poutre 

encastree-appuyee du fai t de la symetrie interdisant toute rotation (Fig. 3.16). Le champ 

de contraintes n'est plus constant le long des fibres mais il est maximal aux points de 

contact avec le poin9on ; 
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i ISOVALEURS 
DEPLACEMENT PO INCON = -30.706mm T~0.850011 I 

contrai'lte equiva'.tnle Von hhe: 

Figure 3.16: Contraintes de Von Mises et points d'appui 

a 85% de la descente totale du poirn;on 

I 
Mn • I 04102 
Max • 563 .654 

1- 0 

-66.6667 
=o 133.333 
= 200 
l-£01 266.£67 
c:m 33.3333 

I 400 

466.£67 
• 533.333 

= soo -

- Apres t = 0,9, etjusqu'a l'enfoncement total du poini;on (t = 1), le problerne RDM cor­

respondant est du type suivant (Fig. 3.17) : 

Figure 3 .17 : Diagramme des moments correspond ant a un double appui 

sur une poutre encastree appuyee 
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On a alors concentration des contraintes entre les points A et B , ainsi qu'une diminution 

du rayon de courbure dans cette meme zone, d 'ou la mpture de pente effectivement ob­

servee figure 3.18 en cet endroit sur le coussinet ; 

DEPLACEMENT POINCON = - 32.5 I 3mm 

Figure 3. 18 : Contraintes de Von Mises et points d'appui 

a 90% de la descente totale du poin~on 

ISOVALEURS 
cont1Uite e~tnle Von hue: 

I Temps 0.900019 
I 
., 11".vi • 0.348551 

Max • 560295 

1- 0 
! = 66.6667 
1 . 133.333 
t~l200 

I :::::J 266.667 
I = 333.333 
I I 400 

I 466.667 

L;: :333 ----

- Apres r = l , le poin~on est progressivement remonte et le coussinet retache. 

L'evolution des points de contact est inversee par rapport ace qu'elle etait au cours du 

chargement, mais avec des temps beaucoup plus courts (Fig. 3. 19). 
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OEPLACEMENT POINCON = -33.67Smm 
(RETOUR) 

Figure 3.19: Contraintes de Von Mises et points d'appui 

au cours de la remontee du poin~on 

I ISOVALEURS 
. contnnte equivalente Von hhe: 

Tet!lP' I .102479 

1131 • I .0$364 
Max• 5512 01 

- 0 

• -66.6667 
' ~ 133.333 

.:..:I 200 
I ~ 2s6.6s1 
I = 333.:in 
I · 400 

466.667 
533.333 

= soo -

Apres la remontee complete du coussinet, l'etat des contraintes au sein du reste faible par 

rapport aux contraintes maximales observees au cours du chargement, et se trouve sensi­

blement repani de maniere egale le long du coussinet. 

3.3.2 Comparaison MEF - approche « RDM » 

L 'objectif est de verifier si une approche simplifiee type ROM est licite grace aux resultats 

MEF et « vice-versa». 

Les hypotheses retenues sont alors celles de la RDM classique (hypothese de Navier­

Bemoulli sur les sections droites), mais prises en deformations planes. 
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1 'r' etape : la flexion est purement elastique dans chacune des deux couches. 

v //Sn 

CD 
R<Rci 

• ax 

@ 
~cier 

Figure 3.20: Repartition des contraintes at au centre du coussinet 

obtenue en RDM pour R < Rc1 

p etant le centre elastique du coussinec. 

l v v 
£= -a --a --a 

x E .c E ~ E= 

or a= = vax car £= = 0 (deformations planes) 

so it 

1'.. =_!_a (l - v2 ) 
R E .c 

a - E y (- £ ' y) 
x - 1- v2 R - R 

E etant le module d'elasticite longitudinal du materiau considere. 
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(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

On est elastique dans chacune des couches jusqu' a atteindre le rayon critique Re dans 

l'une des deux couches qui prend les valeurs: 
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( 
( )J

- 1 
O"(l) l - v 2 

Re1 = 0 1 = 1, 54.103 mm 
E1v1 

(3.37) 

( 
( )J

- 1 
0'(2) l - v 2 

Re2 = 0 2 = 0,41.103
111111 

E2V2 
(3.38) 

(3.39) 

La limite elastique est atteinte en premier en v1 dans Je materiau Al-Sn, puis en v3 dans 

I' acier, et en fin en v2 toujours dans I' acier. 

Remarq11e : du fait des grandes valeurs des rayons critiques. on notera que les limites 

elastiques sont atteintes des le debut du cambrage. 

2•mt etape : la deformation plastique apparait en v, 

Q) 
Rc1<R<Rc3 

Figure 3.2 l : Repartition des contraintes o:. au centre du coussinet 

obtenue en RDM pour Rc1 > Re3 > Rc2 
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Loi de normalite (ou loi d'ecoulement plastique): 

Soit v le champ des vitesses de deformations plastiques tel que v = A. (}J 
d<J" 

A. etant le multiplicateur plastique et/ (pour le critere de Von Mises) s'ecrit: 

( ) - ( - )2 ( - )2 ( - )2 ( 2 2 2) - ,2 f (J - CJ .t (J y + CJ., (J: + <J" ). CJ: + 6 T.t)· + T ): + T.r< - 6k 

v_ = 0~ de~ =0 - -

de_ = de~"w +de~ - - -

dc- = dA df = 0 ~ (J = I/ (J 
"' - ::i - / 2 t - aCJ. - . 

soit f(a) = 2 a 2 +-·-t - _ < =-a 2 
( 

(J2 (J 2) 3 
.t 4 2 2 .t 

(J 
~ (J = 01 

.t -Jo, 75 

ou a 01 est la lirnite d'elasticite in itiale de Al-Sn 
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(3.40) 

(3 .41) 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

Remarque : dans la partie elastique. on avait a _ = vat, toutefois on peut supposer que a_ - . -
est continu alors que ax est discontinu dans J'epaisseur du materiau. 
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3rme etape : la deformation plastique est apparue en v3 puis en v2 et progresse 

CD 

Figure 3.22 : Repartition des contraintes a,T au centre du coussinet 

obtenue en RDM pour R > Rc2 

On peut faire la meme remarque que pour l'etape precedente, a savoir que !'on suppose 

a : discontinu alors que a .. est continu. 

On peut realiser une comparnison avec la distribution en section cenu·ale issue des calculs 

MEF presentee sur la figure suivante: 
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ISOVALEURS l 
contta:nle prino'pa!e S 1 
Temp3 1.000036 I 
Mn • - 299.959 
Max• 638.704 

Figure 3.23 : Repartition des contraintes ax au centre du coussinet 

obtenue en MEF 
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Sur cette coupe du coussinet prise dans sa section centrale en fin de cambrage, on re­

trouve bien une disu·ibution similaire des contraintes, au signe pres. Dans l'approche 

RDM, Jes contraintes etaient definies negatives en traction et en positives compression, 

alors que leur signe est inverse dans l' approche .MEF. 

3 .4 Modelisation de la conformation 

L'etape de conformation (Fig. 3.2), permet de donner au coussinet sa forme fina le. A 

l'issu de la phase de cambrage, le coussinet n'est pas completement relache mais est di­

rectement pousse dans une coquille de diametre tres legerement superieure qu' est la co­

quille de conformation. Le poin9on, pendant sa descente, viendra tasser et pincer le cous­

sinet a chacune de ses extremites de fa9on symetrique, toujours a temperature ambiante. 

Les caracteristiques geometriques du poin9on et de la coquille servant a la conformation 

sont cette fois-ci donnees dans le tableau 3.2 : 
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poin9on de conformation - A 52,688 mm 

poin9on de conformation - B 1,944 mm 

</> coquille de conformation 52,75 mm 

epaisseur acier 1,64 mm 

epaisseur Al-Sn 0,43 mm 

Tableau 3.2 : donnees geometriques pour la conformation 

Pour cette simulation, le coussinet est relache jusqu'a obtention d'une ouverture egale au 

diamelfe du nouveau berceau, avant de relancer le calcul pour la phase de conformation. 

Une des difficultes consistait a recuperer les quantites physiques du maillage source issu 

du cambrage vers le maillage cible pour la conformation. Afin de respecter au mieux 

l'histoire des sollicitations du coussinet pendant l'etape de cambrage, une projection des 

quantites physiques du maillage initial issu du cambrage vers le maillage utilise pour Ja 

conformation s'avere necessaire. Systus+ perrnet ce type de transfert. La technique con­

siste a moyenner ces grandeurs aux noeuds de l'ancien maillage et a utiliser Jes fonctions 

de forrne pour en deduire les valeurs aux points d'integration des elements du nouveau 

maillage. 

Sur les figures suivantes sont representees quelques deformees de la conformation du 

coussinet et Jes isovaleurs des contraintes equivalentes de Von Mises correspondantes. 

On peut, pour cene phase de conformation, assimiler le coussinet a un arc reposant sur 

deux appuis encastres aux naissances, soumis a un systeme de forces reparties sur toute 

ou panie de la surface de contact entre coussinet et coquille de conformation. On imagine 

alors aisement I' importance que prend le frottement pour traiter ce type de probleme. C' est 

pourquoi on choisira un frottement repondant au critere de Coulomb, avec un coefficient 

egal a 0,2, valeur determinee experimentalement au chapitre precedent. Les forces de 

contact appliquees sont de nouveau reperees a !'aide des points situes sur les rebords du 

coussinet. 

Cette phase de conformation peut etre scindee en deux etapes principales tenant a la geo­

meuie particuliere du poinc;on representee figure 3.24. Le coussinet presente une epais­

seur superieure a l'espace compris entre la prutie superieure du poirn;on et Ja coquille. 

C'est pourquoi pendant une partie de la descente du poinc;on, le temps necessaire au cous­

sinet pour se « loger » le contact ne porte que sur quelques points tel qu'on peut le voir 

sur la figure 3.25. 

· Les longueurs A et B sont definies figure 3.24. 
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A - - - ::::::::::::::::::::====~.---

poinc;on 

coquille 

coussinet 

Figure 3.24 : Schema du systeme poinc;on/coussinet/ coquille 

ISOVALEURS 
contnnte tq<~ente Voro h'i>e! 
Temp> 1.467659 

~'in· 3.46008 
Max• 56509 

-0 
mill 55.5556 
r.EG 1 I l.t II 
~ 166667 
= 222.222 
= 277.T78 

.; 333.333 
388 889 
444.444 

·= soo -

Figure 3.25: Contrainces de Von Mises et points d'appui 

a 40% de la descente totale du poin9on 
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Une simplification du systeme peut etre donnee en RDM et symbolisee sur la figure sui­

vante : 

Figure 3.26 : Coussinet soumis a des forces de contact ponctuelles 

Le coussinet s'apparente a un arc semi-encastre comprime et flechi. Le moment resultant 

est une combinaison des moments impose par la flexion d'une part et issu de l'effort nor­

mal de compression d'autre part. Avec un tel modele, du fait de Ja geometrie quasiment 

circulaire du coussinet, le moment maximal est obtenu entre les points de contact entre 

coussinet et berceau, dans la section a mi-portee reperee par les points A et B, confirmant 

les resultats obtenus par modelisation par elements finis de Ja figure 3.25. Le moment le 

plus faible est situe aux alentours de ces memes points de contact. Du fait du moment de 

flexion, les contraintes normales sont relativement faibles le long de Ja fibre neutre du 

coussinet et plus elevees des que l'on s'en eloigne. Elles sont toutefois minorees par 

}'effort normal de compression dans Ja prutie du coussinet ou le rayon est plus eleve que 

celui de la fibre neutre. Elles sont aussi plus foibles dans la pmtie Al-Sn car Ja limite 

d'elasticite de 48,5 MPa est tres vite depassee et les contraintes de Von Mises plafonnent a 
80 MPa environ. Du fait du pincement de la tete du coussinet, il y a aussi des surcon­

traintes dans la zone sollicitee. 

Lors d'une seconde phase, le coussinet est completement encastre entre le poin9on et la 

coquille de conformation et le contact parlaitement etabli sur toute la surface du coussinet 

(Fig. 3.27). A partir de ce moment, le coussinet est principalement en compression. 



Section 3.4. Modelisation de la co11fon11atio11 147 

ISOVALEURS 
contnmte tq..,....;mte Von Mlt! 
r~, 1.s11114 

h'.n. 20.3409 
Max. 550.814 

' - o 

I
- SS.5556 
a;:o Il l.Ill 
DSl1 166.667 
c::l 222 222 
ar;i 277.778 

• 333.333 

JaS.689 
444.444 

r;:::m SOO -

Figure 3.27 : Contraintes de Von Mises et points d 'appui 

a 90% de la descente totaJe du poinc;on 

De nouveau le systeme peut etre ainsi schematise : 

Figure 3.28 : Coussinet articule et soumis a des forces reparties 
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Resultats num. Resultats exp. 

(mm) (mm) 

Ouverture libre du coussi- 53,78 54,00 ± 0,1 

net apres operation 

Hauteur du coussinet apres 27,37 27,34 

operation 

Tableau 3.3 : Confrontation des resultats numeriques 

et experimentaux apres cambrage 

Apres conformation 

La valeur du diametre de la coquille servant a la conformation est de 52,75 mm. 

Comme pour le cambrage, sont repertories dans le tableau 3.4 les resultats experimentaux 

ainsi que ceux issus du calcul MEF, portant sur l'ouverture libre et la hauteur du coussi­

net : 

Resultats num. Resultats exp. 

(mm) (mm) 

Ouverture libre du coussi- 52.20 52,30 ± 0,1 

net apres operation 

Hauteur du coussinet apres 26,3 1 26,08 

operation 

Tableau 3.4 : Confrontation des resultats numeriques 

et experimentaux apres conformation 

3.5.2 Controle du quadrillage du dos du coussinet 

En plus de ces verifications, les pieces ont ete striees regulierement au dos par gravage 

(Fig. 3.31) afin de mesurer !'evolution de longueur des « mailles » ainsi tracees. Les 

mesures de variations de quadrillages au dos du coussinet sont realisees sur un coussinet 

peu different de notre coussinet d'etude. La difference porte principalement sur les dimen­

sions de celui-ci (la longueur developpee LD est de 85 mm au lieu de 81,9 mm). ll faut 

alors pour une meilleure comparaison des resultats, s' interesser aux variations de lon­

gueur des « macro-mailles » donnees en pourcentage (Fig. 3.32). 
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Repere A B C D E F G H I J K L M N 0 P Q 

Longueur de "macro-maille" ~ ~ 

Figure 3.31 : Quadrillage du dos du coussinet en « macro-mailles » 

On realise, sur un meme coussinet , des mesures de variation de quadrillages au dos avant 

et apres chaque etape de son elaboration. Ces variations de longueur des « macro­

mailles », mesurees entre l'etat apres conformation et l'etat initial plan de la piece, enn·e 

l'etat apres cambrage et l'etat initial plan, et enfin entre l'etat apres conformation et l'etat 

apres cambrage, sont representees respectivement sur les figures 3.32, 3.33, et 3.34: 
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Figure 3.32: Variations de la longueur de maille 

Cambrage I Flanc 
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Figure 3.32 : Variations de la longueur de maille 
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Les resultats experimentaux et numeriques concordent bien, mises a part les variations 

conforrne/flanc ou conforrne/cambrage prises au centre du coussinet. Ces ecarts peuvent 

venir de I' incertitude liee a la complexite des mesures experimentales. De plus, ces mesu-
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res n 'ont pu etre realisees que sur une seule piece, et la seule valeur obtenue au centre du 

coussinet ne peut etre cornparee a aucune autre car elle ne n' a pas de valeur syrnetrique. 

L'ensemble de ces resultats confir ment bien la pertinence des calculs realises, ainsi que les 

hypotheses retenues. 

3.6 Conclusion 

Ce chapitre consacre a la mise en forme du coussinet nous force aux constatations sui­

vantes: 

- Difficulte de la simulation 

La modelisation par elements finis d' un probleme de mise en fo1me tel que celui du cous­

sinet fait appel a une tres grande prudence quant a !'utilisation d'un tel outil de calcul. Les 

calculs faisant appel aux grands deplacernents, a l'elastoplasticite ou le contact avec frot­

tement exigent des resolutions de systemes d'equations non-lineaires tres delicates et des 

temps de calculs consequents. Une etude prealable des parametres et des criteres retenus 

doit permettre au calculateur de choisir convenablement les methodes adequates pour le 

traitemenc de ces non-linearites, ainsi que l'algorithme de resolution du systeme. 11 est 

done necessaire, chaque fois que cela est possible, de confronter les resultats obtenus a 

des obse1vations tin~es d 'essais experirnentaux, mais aussi d' autres simulations plus ou 

moins simpJifiees comme des approches analytiques developpees a l'aide de modeles 

RDM. 

- Influence du contact 

En plus de la caracterisation des materiaux etudies, le contact, avec ou sans frottement, du 

coussinet avec I' outillage de fabrication tient une place preponderante durant les deux eca­

pes de rnise en forme du coussinet que sont le cambrage et la conformation. Il est meme 

)'element qui determine Ja distribution des contraintes dans l'epaisseur et Ja longueur du 

coussinet, ainsi que sa geometrie rendue plue ou moins parfaite par rapport au rayon de 

courbure et Ja longueur developpee recherches. 
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- Correlation simulations I mesures experimentales 

L'adequation entre les valeurs numeriques obtenues et les valeurs experirnentales souli­

gnent l' interet de la modelisation, une fois que celle-ci a soigneusement ete testee, pour le 

developpement de nouveaux coussinets sans avoir recours a de multiples essais instru­

mentes. Elle peut alors etre une aide a la fabricat ion et a la comprehension de ce qui passe 

dans un coussinet lors de son fonctionnement. A ce titre, nous pouvons signaler 

)' importance de l'etape de conformation et de la geometrie de l' outillage (poini;on), sur 

)'evolution du contact coussinet I berceau et par consequent sur l'evolution de la courbure 

le long du coussinet de bielle. Nous disposons done d ' un outil qui nous pe1met de modi­

fier le poini;on afin d'optimiser la courbure, en particulier pour de nouvelles pieces 

d ' epaisseur differentes 

- Exploitation des resultats 

L 'exploitation des essais experimentaux permet de bien cemer le comportement du cous­

sinet dans ses deux phases de formation et par la d' etre mieux a meme de prevenir des 

avaries en fonctionnement. En outre le savoir-faire acquis pendant ce travail permet de 

simuler correctement l' incidence des modifications apportees au procede de fabrication 

pour diminuer les risques de concentration de contrainte, de ma1triser les contraintes resi­

duelles apres conformation finale, entre autres. 

Enfin on peut signaler qu'a ce jour, aucune simulation numerique de mise en fom1e de 

coussinet au centre de recherche de TN, le groupe dont fait partie Glacier-V andervell. n' a 

encore atteint ce degre de prediction. 



Conclusion generale 

Ce theme de recherche sur les coussinets de bielle portait sur de nombreux points. On a 

realise en premier lieu une analyse des caracteristiques mecaniques et therrnomecaniques 

du materiau antifriction. Les resultats theoriques et experimentaux obtenus ont permis 

!' identification des modeles d'homogeneisation les rnieux adaptes pour la determination 

des proprietes mecaniques a ce type de materiaux. On a acquis ainsi une meilleure con­

naissance des proprietes thermomecaniques de I' antifriction, en particulier des resultats 

extrapolables aux futurs materiaux antifriction en developpement. 

De nouvelles etudes seraient realisables a partir de telles connaissances. Elles constitue­

raient par exemple une premiere etape a !'analyse et a la modelisation du comportement 

special, qualifie d'endomrnagement recherche, du materiau Al-Sn !ors d'une surcharge 

accidentelle : la phase d 'etain doit s' ecouler plastiquement pour autoriser un affaissement 

localise de la structure aluminium et permettre ainsi le retablissement de la continuite du 

lubrifiant. 

Lors d ' une seconde phase, cene etude nous a permis !'evaluation de !'influence du frot­

tement sur la mesure de longueur et sur le comportement du coussinet dans son logement. 

Le coefficient de frottement est detennine in situ et les correlations entre calculs et resul­

tats experimentaux valident cette approche originate du contact avec frottement. On a aussi 

pu montrer !'influence que pouvait avoir un rayon de courbure non constant le long du 

coussinet sur le frottement, et les consequences que cela pouvait entrainer sur la reparti­

tion des deformations. 

ll serait utile d 'etendre le code laboratoire existant, lequel traite le cas du contact 

« plastique » de Tresca enu·e deux phases elastiques, pour automatiser le traitement ite­

ratif du frottement et traiter completement le prob!eme d' evolution en actualisant le 

maillage du coussinet et de son embase. 

On pourrait aussi ameliorer cette caracterisation du frottement en couplant Jes mesures par 

jauges de deformation dans I' alesage du coussinet et celles obtenues via Jes capteurs pie­

zoelectriques a !'interface du coussinet et de son logement. 
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Une des applications directes de la simulation des effets de frottement est la possibilite 

d'etudier les rnicroreptations d'un coussinet dans son logement, generatrices de micro­

soudures au dos du coussinet. 

Entin, le travail realise dans la derniere etape permet la determination des parametres in­

fluents de la mise en forme du coussinet. Lors de la fabrication, il est certain que des 

conlraintes residuelles subsistent dans l'epaisseur du coussinet de meme qu'il apparrut des 

modifications de proprietes a l'interieur du materiau. Ces aspects ont des consequences 

directes sur le comportement de la piece en situation reelle de fonct ionnement. La com­

prehension de la fabrication repose encore sur de multiples essais experimentes, d' ou le 

recours a une modelisation aussi fine que possible qui offre des possibilites de gain de 

temps important sur !'optimisation dimensionnelle du coussinet. Aussi, a !'aide de ces 

nouvelles connaissances, il est possible de modifier l'outillage pour ameliorer encore la 

geometrie du coussinet et surtout supprimer les surcontraintes induites par le precede de 

fabrication. 
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Annexe A 

Constantes des modeles 

d' homo geneisation 

Nous nous attacherons a definir certaines valeurs evoquees dans le premier chapitre 

mais qui n • ont pas ete developpees. 

A. l Modele autocoherent a trois phases 

On rappelle que le module de cisaillement est solution de !'equation suivante: 

A(L)2 

+ 2B(L) + D = o 
µ,,, µm 

Les coefficients de cette equation sont donnes par les expressions suivantes : 
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s = -2(n -iJ(1 - sv,,, )11/0
'

3 
- 2(63(n -iJ112 + 2111113 )c1

'
3 

µ,,, µ"' 

-2s2(µ; - i)11 c5
'

3 + 1s(µ; - i)(3 - v )v 11 c + ~ (15v - 7)11 11 µ 2 µ m m 2 2 111 '12 3 

D = 4( ::. - I )t 5v., - 7)11,c"" - 2( 63( ::. - I }2 + 211, 11} " 

+252( ~ - I )11,c"' + 25(~ - 1) v..,' - 1)11,c - (7 + 5v.)1J,11, 

avec 

nl = (n -1J(49 - 50v v.) + 35 n (v . - 2v ) + 35(2v. - v ) tt 111 I I Ill I Ill µ,,, µ ,,, 

173 = J!:L (8 - lOvm) + (7 - 5v
111

) 

µ,,. 

A.2 Modele autocoherent a n + 1 phases de Herve-Zaoui 

Le module de compressibilite, dans ce modele, a pour expression : 

3K R 3Q(n- I ) _ 4µ Q(n-1 ) 
K = n n 11 n 21 

3(R ) Q (n - 1) + Q (n- 1) ) 
n II 21 

k 

ou Q<k> est une matrice s'ecrivant : Q<k> =IT N<i>, et N<i> : 
j " I 



Section A.2. Mode!e autocoherent a 11 + 1 phases 165 

. I [ 3Ki +4µ;+i N<1J _ _ __ _ 

3Kj+I + 4µj +I 3(K. - K .)R.3 
1+1 J J 

Le module de cisaillement est lui solution de l'equacion: 

ou les coefficients A, B et C sont ainsi definis : 

A= 4Rn'0 (1-2vn)(7- l0v,,)Z12 + 20Rn7(7 - l2v11 +8v,,2 )Z.i2 

+ l 2R,,5 ( 1- 2v
11
)(214 - 7 223 ) + 20R,.3(1- 2v

11 
)

2 
Z13 + 16( 1- 2 V

11 
)( 4 - 5v

11 
)Z.i3 

B=3R
11

10(1-2v
11
)(15v

11 
- 7)Z12 +60R

11

1(v
11

-3)v
11

Z-12 

-24R
11

5(l - 2v,, )( Z1-1 - 7223)- 40R,,3 (1- 2vn )
2 
Z13 - 8(1- 2v11 )(1- 5v11 )Z.i3 

C = -R11

10(1- 2v11 )(7 + 5v11 )Z12 +I OR11 

7 (7v11

2)Z.i2 

+ 12R}(l - 2v,. )( Z,4 - 7 Z23 ) + 20R,,3(1- 2 v,.)2 Z13 - 8(1- 2v,, )(7 - 5v,,)Z.i3 

OU Z = p <n- IJ p <t1- ll - p <t1-llp<n- ll aveC a E [l 4] et /J E [l 4] 
a/) al /32 {J I a l ' ' ' 

l 

et Pest une macrice s 'ecrivant : p<1:i = IJ ( L ;+i-
1 ( Ri )L;( R;)) , et L;( R;) : 

1=1 

6v 
3 3 5-4v . l 

R; i R. J 

l-2v . 1 R."' l-2V; R/ 
J J 

R; 
7-4V; 3 2 2 

R. 
R.4 R.2 l-2v . 1 

L;(R;) = 
J J J 

3v. , 12 2( V; - 5) µi 
µ j i µ R- - R.s µ; R.3 l - 2v . i i l-2v . 

J J J J 

7+2v , 8 2(1 + v;) µ; 
µ j - ' µ R - R.s µ; l-2v . i ' l-2v . R.3 

J J J J 





Annexe B 

Formulation en Lagrangien actualise en 

grandes deformations 

B .1 Cinematique du milieu continu 

B.1.1 Evolution de la configura tion 

Sous l'effet des deplacements de la structure, la configuration de la structure evolue au 

cours du temps (Fig. B. l ) 
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) (-' , lt+d') .J .. !t+d1) .J .. U+drl ) 
u . .\ I • Cl.\ 2 • Cl.\ 3 

J'vl"( t i+d1) .( 1+d r) (r+d1)) 
.\I ' .:\2 • X3 

c,.,,, 

Figure B .1 : Evolution de la configuration ( C
0 

a t = 0, C,, C, +11t) 

avec : - C
0 

la configuration non cteformee de la strncture (temps 0). 

- C,, C, +'11 la configuration deformee au instants adjacents t et t + L1t. 

Un point /vl de coordonnees (X,, X2, X3) dans C
0 

se transfo1me en M'(x~'l, x~'l, xj'') 

dans C, etenM"(x~'+11t J. x~'+m>, xj'+41'>) dans C, +.d/ : 

OM= X OM'=x('l OM"= x(r+.i1J 

B.1.2 Deplacements 

Le deplacement du point Ma I' instant t est defini par: 1/'> = x(•l - X 

L'increment de deplacement entre t et t + L1t est donne par: 

(B. I) 

(B.2) 
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B.1.3 Tenseurs gradient de la transformation 

Considerons un point N voisin d'un point M dans la configuration initiale C
0

• Le vecteur 

MN= dX se transforme en iWN' = dx<1
> dans la configuration C, et en M"N" = dx<r+d/J 

dans c,+d/ : 

dX1 
dx<

1
1

' • dx
1
<i+m> 

dX dX
2 

-7 dx<1> dxi'> -7 dx(r+d/) dx~i+m) (B.3) 

dXJ dxj'' dxj'+ml 

Les tenseurs gradients de la transformation permettent de relier ces vecteurs : 

- on definit le tenseur gradient de la transformation de C
0 
a C,, F' , tel que : 

dx' = F' dX (B.4) 

F' = (!;;) I Jx' r - , 
Jij - ax. 

J 

(B .5) 

- on definit le tenseur gradient de la transformation de C, a C, . <.11 , F: 

dx'+ar = F dx' (B.6) 

(B.7) 

B.1.4 Vitesses 

Definition du vecteur vitesse en vru·iables de Lagrange: 

-<1> _ dx; (x ) 
Ii -- i' t 

dt 
(B.8) 
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B.1.5 Tenseurs gradient de vitesse 

Calculons la vitesse de transformation du vecteur (MN) : 

!!_((M'N') - (MN)) = !!_( dx' - dX) = !!_(dx}, note d.l: 
dt dt dt 

Exprimons les composantes du vecteur d.l: : 

puisque les variables X1, X2, X3 et t sont independantes, par consequent : 

par definition de la vitesse. 

Nous definissons le tenseur gradient de vitesse en variables de Lagrange F' par : 

di' = F' dX 

d 'apres (B.1 2) les composantes de F sont: i,' 
1·1 
Oil -

= - ' 
JXj 

Nous definissons aussi le tenseur gradient de vitesses en variables d 'Euler I'. : 

d.l:' = t dx' 

t = F'. F'-1
, d 'apres (5.1) et (5 .3) 

(B .9) 

(B .10) 

(B .11) 

(B. 12) 

(B .1 3) 

(B.14) 

(B 15) 

Les tenseurs gradients de vitesse F', I'. permettent de definir la vitesse de transformation 

du vecteur (MN) a !'instant ten utilisant Ja configuration initiale C
0 

et la configuration 

actueJJe C, respectivement. 
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B.2 Definition du tenseur vitesse de deformation 

Considerons a nouveau le vecteur (MN)= dX dans C
0 

qui se transforme en (M'N') = dx' 

dans la configuration C,. Calculons le taux de variation de sa longueur dl : 

(B.16) 

(B. 17) 

En utilisant (B. 13), nous obtenons 

(B.18) 

soit : 

(B .1 9) 

en definissant le tenseur vitesse de deformation a l' instant t 

(B.20) 

conune la partie symetrique du gradient de vitesse [ l',] 

(B.21 ) 

Le tenseur € permet de caracteriser la vitesse de deformation de la structure en 

determinant : 

les taux de variation de longueur dans une direction quelconque (equation (B. 19)) 

ou dans une direction particuliere (Fig. B.2). 
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0 1~ · ·t:J lu II MN dx 2 ; luN ~= dl 
MN dX2; rN =dX 2 dx 3 rl I 

o ~~v· 
M N M' 

Figure B.2 : Vitesse de variation de longueur suivant Ox2 

Jes taux de variation d' angle au voisinage d'un point. 

dx 1 
-+ 

0 0 \ M'N' dx~ 

dx 3 
-+ 

MPO 

dY3 N' 

M N 

Fig B.3 : Vitesse de variation d'angle dans le plan Ox2x3 

B.3 Remarques diverses 

l) Le censeur gradient de vitesse se decompose en deux tenseurs : 

le tenseur vitesse de deformation qui constitue sa partie symetrique 
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le tenseur vitesse de rotation qui constitue sa part antisymetrique 

f. mesure la deformation du milieu , Q mesure la rotation d' ensemble au voisinage d'un 

point. 

Ainsi dans le mouvement de corps rigide (translation + rotation) 

le tenseur f. s' annule 

le tenseur vitesse de rotation Q est en general different de 0 . 

2) Le tenseur des deformations est defini par : 

£'. = f' £ .r dT 
I) Jo 1) 

Au cours d'un increment de temps 81 est donnee par: 

soit en utilisant (B.2 1) 

3) Loi de comportement : 

La loi de comp011ement utilisee dans SYSTUS+ retie les taux de variation par rapport au 

temps des deformations et des contraintes. Ce type de loi est bien adapte pour represente 

le type de cas tres general des grandes deformations en presence de materiaux non 

lineaires. 

Le taux de variation des contrainces et des deformations devant constituer des derivees 

objectives par rapport au temps du tenseur des contraintes et des tenseurs des 

deformations on utilise : 

pour le tenseur taux de deformation : le tenseur vitesse de deformation 
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pour le tenseur taux de contrainte : la derivee convective du tenseur des contraintes 

de Cauchy dont !'expression est donne par: 

0 

ou a designe la derivee particulaire du tenseur des contraintes et a designe la derivee 

convective de a. 
La relation de comportement est de type hypoelastique. La derive convective du tenseur 

des contraintes et le tenseur vitesse de deformation sont lies par la relation : 

" a = A. tr( £) I + 2 µ £ oil A. et µ sont Jes coefficient de Lame. 

4) Principe des travaux virtuels dans la configuration actualisee 

La puissance de deformation peut s'exprimer en fonction des tenseurs a et c dans la 

configuration actualisee a I' instant t : 

Considerons un deplacement virtue! 8u de la structure a prutir de sa configuration a 
l'instrult t. II Jui correspond une vru-iation des deformations & donnee par (5.7) et une 

variation de I' energie de deformation 

OW= f r& adV 
\I 

I 

Le principe des travaux virtuels pe1met d 'ecrire que cette variation de l'energie de 

deformation est egale au travail virtue! des forces exterieures : 

ou f et p designent Jes forces de volume et Jes forces de surface qui agissent a I' instant t 

dans la configuration actualisee. 

Les equations d' equilibre dans la configuration C, decoulent al ors de I' equation 

precedente. 
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Courbes de traction des materiaux 

On donnera ici !'allure des courbes de traction pour chacun des materiaux telles qu 'elles 

ont ete definies pour decrire leur comportement elastoplastique sous Systus+. Ces cour­

bes sont issues d'essais experimentaux realises sous les conditions decrites au chapitre 1. 

600 ...-------------- --. 

- 500 J 
~ ! 

::; 400 l ..._, I 

Vl ! 

·~ ::1 
-+-acier 

-a-Al-Sn 

§ I 
u 100 '----..... -------------- ---r 

o.-~~-+-~~-+-~~-;-~~-+-~~-f 

0 2 3 4 5 

Deformations ( %) 

Figure C. l : Courbes de traction de l' acier et de l' alHage anti fric tion 





RESUME : 

Les coussinets de bielles sonl presents clans tous Ies moteurs thermiques a combustion inteme de vehicules 
automobiles. Outre la generation d'un couple sur le vilebrequin du a !'effort qu'elle applique sur ce dernier, la 
bielle doil aussi garantir le ban fonctionnement de ses articulations avec le piston et avec le vilebrequin. Pour 
assurer cette demiere fonction, on utilise precisement des coussinets. Le type de coussinet ayant servi a cette elude 
possede un revetement en alliage d'aluminium..elain plaque sur un feuillard d'acier. 

Les principales questions que se pose l'induslriel concement les points suivants: 
- la connaissance des caracteristiques thennomecaniques du materiau antifriction du coussinet ; 
- la connaissance des facteurs influents !ors de I' operation de mise en forme du coussinet ; 
- la validite des contr6Ies de mesure de longueur, en particulier I' importance de l'erreur induite par le frouement du 
coussinet clans son logemenl de contrOie. 

Ainsi clans une premiere partie et compte tenu de !'aspect multiphase du materiau, nous avons e tudie Ies 
differentes techniques d' homogeneisation relatives a ce type de materiau. Pour repondre le plus fi~lement a la 
question posee, nous avons aussi developpe un m~Ie a quatre phases. Ces modeles ont ete valides par 
confrontation avec des essais sur differentes families d'eprouveltes et sur toute une gamme de temperatures. 

Fort de cette connaissance des proprietes thennomecaniques, nous avons aborde, dans une seconde partie, 
l'euide du frottement du coussinet dans son Iogement et plus particulierement l'effel de ce pbenomene sur 
!'operation de controle de longueur developpee du coussinet. Une correlation calcul/mesure nous a permis 
d'identifier les valeurs des coefficients de friction a considerer. 

Connaissanl les caracteristiques des materiaux et le coefficient de frottement coussinelllogement en acier, 
nous avons pu. dans une demiere partie, etudier la mise en forme du coussinel lui-meme. Une simulation 
numerique des differentes etapes de la mise en forme a ete realisee a l'aide du logiciel SYSTIJS. Un mo&Ie 
simplifie de type RDM a ete employe pour confumer les ordres de grandeur obtenus par le code. In fine, la 
comparaison calcul experience s'avere tout a fait satisfaisante pour chacun des controles experimentaux que nous 
avons realises. 
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